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Analiza performansi 

Performance Analysis 





Rezime: Cilj ovog rada predstavlja analizu efikasnosti evropskih zemalja u borbi sa virusom COVID 19. U 
istraživanju je koriš ena metoda analize obavijanja podataka (DEA), koja omogu ava uklju ivanje svih 
parametara posmatranog problema. Imaju i u vidu karakteristike i specifi nost samog problema, DEA daje 
ocenu relativne efikasnosti posmatranih jedinica odlu ivanja (evropskih zemalja), za koje postoje jasni i 
javni podaci o broju obolelih, testiranih i izle enih osoba. Za merenje efikasnosti su koriš eni klasi no 
izlazno orijentisan CCR DEA model i modifikovani CCR DEA model. Na osnovu dobijenih rezultata, 
identifikovane su relativno efikasne i neefikasne zemlje i izvršeno je njihovo rangiranje. S obzirom na sve 
ve i broj zaraženih osoba ovim virusom, rezultati dobijeni u ovom istraživanju, delimi no ukazuju i na 
slabosti zdravstvenih sistema, pa se preporu uje ve i stepen odgovornosti i angažovanja nadležnih organa. 
Treba napomenuti da je svaka zemlja imala pravo da donosi odluke i da bira na in borbe protiv samog 
virusa, pa su i dobijeni rezultati u skladu sa ovom napomenom. 

Klju ne re i: Zdravstveni sistem, COVID 19, Analiza obavijanja podataka. 

Abstract: The aim of this paper is to analyze the effectiveness of European countries in the fight against the 
COVID 19 virus. For the purposes of the analysis, Data Envelopment Analysis (DEA) method which allows 
the inclusion of all parameters of the observed problem is used. Having in mind the characteristics and 
specificity of the problem itself, DEA gives an assessment of the relative efficiency of the observed decision-
making units (European countries), for which there are clear and public data on the number of infected 
tested and cured persons. The classical output-oriented CCR DEA and modified CCR DEA models were 
used to measure efficiency. Based on the obtained results, relatively efficient and inefficient countries were 
identified and ranking was performed. Considering the circumstances of the growing number of people 
infected with this virus, the results obtained in this study, in part, indicate the weaknesses of health systems, 
so it is recommended a greater degree of responsibility and engagement of the authorities. It should be noted 
that each country had the right to make decisions and choose the way to fight the virus itself, so the results 
obtained are in line with this note. 

Keywords: Healthcare system, COVID 19, Data Envelopment Analysis. 
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Rezime: Klimatske promene ve  više decenija predstavljaju jedno od glavnih ekoloških pitanja koje 
predstavlja predmet istraživanja kako nauke, tako i struke. Ovom pitanju sve više se dodaje još jedno, 
odnosno ono koje se odnosi na ulogu žena kao osetljive grupe koja je podložnija negativnom uticaju 
klimatskih promena. Imaju i ovo u vidu, autori rada su uradili istraživanje koje je obuhvatilo 117 ispitanica 
iz Republike Srbije sa ciljem ispitavanja njihovih znanja, mišljenja i stavova o ovom globalnom problemu 
Planete. Rezultati istraživanja su obra eni koriš enjem softverskog paketa SPSS 22. Na osnovu dobijenih 
rezultata našeg pilot istraživanja može se zaklju iti da su ispitanice uopšteno dobro upoznate sa negativnim 
uticajima klimatskih promena na životnu sredinu, no da poseduju nedovoljno znanja o ve oj osetljivosti žena 
na klimatske promene koje implicira i nedovoljno znanja o pravima žena i rodnoj ravnopravnosti koja se 
specifi no odnose na rodne aspekte u okviru odgovora na klimatske promene i zaštitu životne sredine. 

Klju ne re i: Klimatske promene, percepcija žena o klimatskim promenama, održivi razvoj. 

Abstract: For decades, climate change has been one of the main environmental issues that have been the 
subject of research by both science and the profession. Another issue is being added to this problem, ie one 
that refers to the role of women as a vulnerable group that is more susceptible to the negative impact of 
climate change. With this in mind, the authors of the paper conducted a study that included 117 respondents 
from the Republic of Serbia with the aim of examining their knowledge, opinions, and attitudes about this 
global problem of the Planet. The results of the research were obtained using the software package SPSS 22. 
Based on the results of our pilot study, it can be concluded that respondents are generally well aware of the 
negative climate change effects on the environment, but have insufficient knowledge about women's 
vulnerability to climate change, which implies insufficient knowledge about women's rights and gender 
equality. specifically addressing gender aspects in response to climate change and environmental protection. 

Keywords: Climate change, women's perceptions of climate change, sustainable development. 

Transforming our world: the 2030 Agenda for 
Sustainable Development

Cilj 13. Preduzimanje hitnih akcija u borbi protiv klimatskih promena i njenih uticaja



sexual and gender-based violence





(1) „Klimatske promene više uti u na žene zbog 
nejednakosti polova, posebno u ruralnim delovima. Generalno, one su osetljivije, pa više poga aju žene.” 
(2) „U globalu, žene imaju ve u verovatno u da dožive siromaštvo i imaju manje socioekonomske mo i od 
muškaraca. To otežava oporavak od katastrofa koje poga aju infrastrukturu, radna mesta i doma instvo.” 
(3) „Klimatske promene poga aju žene više nego muškarce, jer, prvo, muškarci imaju bolji položaj u 
društvu, žene su siromašnije od muškaraca, itd.” 

 



Polarni medvedi gube svoje stanište kao 
rezultat klimatskih promena Gle eri se tope kao rezultat klimatskih 
promena Prirodne katastrofe se pove avaju kao rezultat klimatskih 
promena Zaga enje može izazvati globalne klimatske promene





Rezime: Glavna ideja rada bila je da predstavi koncept cirkularne ekonomije i da pregled razli itih 
indikatora koji se primenjuju u razvijenim zemljama, kao i na ina njihovog merenja. Ne postoji 
opšteprihva eni na in merenja cirkularne ekonomije uopšte na mikro nivou, ali je u radu prikazan jedan od 
njih. U fokusu analize rada predstaljen je Indikator cirkularnosti materijala (MCI) koji je razvila Ellen 
MacArthur fondacija u saradnji sa kompanijom Granta Design. Osnovni cilj rada je da ukaže na opšti 
zna aj razvoja indikatora cirkularne ekonomije i šta je ono što se posiže njihovom primenom. 

Klju ne re i: Cirkuarna ekonomija, indikatori cirkularne ekonomije, indikator cirkularnosti materijala. 

Abstract: The main idea and goal of the paper were to present the concept of circular economy and to give 
an overview of various developed indicators that are applied in developed countries, as well as the ways of 
their measurement. There is no generally accepted way to measure the circular economy at all at the micro-
level, but one of them is shown here. The focus of the analysis of the work is the Material Circularity 
Indicator (MCI), developed by the Ellen MacArthur Foundation in cooperation with Granta Design. The 
main goal of the paper is to point out the general importance of the development of circular economy 
indicators and what is achieved by their application. 

Keywords: Circular economy, indicators of circular economy, Material Circularity Indicator. 
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Rezime: Koronavirus COVID-19 je prisutan u 213 zemalja i teritorija sveta kao i na 2 me unarodna 
kruzera, postavši tako globalna pretnja javnom zdravlju stanovništva i održivosti cele planete Zemlje. Uticaj 
pandemije na ciljeve održivog razvoja, pogoršanje ishoda bolesti usled za enja, kao i posledi no smanjenje 
zaga enja vazduha usled neminovnih karantina širom sveta postavlja pred sve nas trandisciplinarne 
probleme koje treba rešiti. Zato sva istraživanja iz ove oblasti predstavljaju mali, ali nužan korak ka 
rasvetljavanju globalne i urgentne problematike koju nosi sa sobom novi koronavirus SARS-CoV-2. U radu 
je predstavljeno istraživanje koje je obuhvatilo 251 ispitanika iz Srbije sa ciljem ispitivanja njihovih ocena 
stanja zaga enosti životne sredine, veze izme u zaga enja i širenja COVID-19, kao i njihovog vi enja 
„života posle korone”. Rezultati istraživanja su obra eni koriš enjem softverskog paketa SPSS 22. 

Klju ne re i: COVID-19, zaga enje životne sredine, održivi razvoj. 

The coronavirus COVID-19 is present in 213 countries and territories of the world, as well as on 
2 international cruisers, thus becoming a global threat to the public health of the population and the 
sustainability of the entire planet Earth. The impact of the pandemic on sustainable development goals, the 
worsening of the outcome of the disease due to pollution, as well as the consequent reduction of air pollution 
due to the inevitable quarantines around the world poses transdisciplinary problems that need to be solved. 
Therefore, all research in this area represents a small, but necessary step towards elucidating the global and 
urgent issues posed by the new coronavirus SARS-CoV-2. The paper presents a study that included 251 
respondents from Serbia with the aim of examining their assessments of the state of environmental pollution, 
the relationship between pollution and the spread of COVID-19, as well as their view of “life after the 
corona”. The results of the research were processed using the software package SPSS 22. 

Keywords: COVID-19, environmental pollution, sustainable development. 
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„Mislim da e prime eni rezultati vi eni tokom pandemije imati efekta na svest ljudi”; „Pandemija je mnoge 
ljude toliko uplašila da su u mnogome promenili svoje ponašanje i poglede na svet”; „Verujem da e više 
ljudi imati mogu nost da radi od ku e, a samim tim e se, ako ništa drugo, smanjiti zaga enje vazduha zbog 
smanjenog koriš enja prevoznih sredstava. Verujem i da e zbog toga do i do rastere ivanja Beograda i 
smanjenja zaga enosti u njemu”.





Elektronsko poslovanje 

Electronic business 





Rezime: Izvršioci krivi nih dela nastoje da legalizuju prihode koji su ste eni kriminalnim aktivnostima ili da 
ih prikažu kao da poti u iz nekih legalnih pravnih poslova, jer borba protiv kriminaliteta je upravo i 
usmerena na zaplenu sredstava ste enih kriminalnom delatnoš u i onemogu avanjem uklju ivanja takvih 
sredstava u legalne finansijske tokove. Danas se koriste razli ite tehnike pranja novca za prikrivanje 
porekla, priroda, izvora, lokacije, položaja ili vlasništva nelegalno ste enog novca. Radna grupa za 
finanisijsku akciju (FATF) je identifikovala mnoge aktivnosti i tipologije koje se koriste za pranje novca kao 
što su ofšor kompanije, „smurfing“ praksa, transferi itd. Mnoge od ovih aktivnosti vrše se uz pomo  
elektronsih sistema pla anja. Na osnovu navedenog predmet rada je analiza elektronskih pla anja kao 
sredstva koje se esto koristi za pranje novca. Cilj rada je da se ukaže na osnovne specifi nosti sistema 
elektronskog pla anja kao sredstva za pranje novca, odnosno jednog od mehanizama za ubacivanja 
nelegalno ste enih prihoda u legalne finansijske tokove. Prednosti i pogodnosti elektronskih sistema 
pla anja u vidu brzine, mobilnosti i anonimnosti su samo nekih od razloga zašto elektronska pla anja danas 
predstavljaju najrasprostanjeniji mehanizam za pranje novca. U radu je dat prikaz tehnika pranja novca 
koje uklju uju upotrebu sistema elektronskih pla anja. 

Klju ne re i: pranje novca, tehnike pranja novca, elektronska pla anja. 

Abstract: The perpetrators of criminal offenses seek to legalize the proceeds of criminal activities or to 
present them as originating from some legal legal affairs, since the fight against crime is precisely aimed at 
seizing the proceeds of crime and preventing such funds from being included in legal financial flows. Today, 
different techniques of money laundering are used to conceal the origin, nature, source, location, position or 
ownership of illegally acquired money. The Financial Action Task Force (FATF) has identified many 
activities and typologies used for money laundering such as offshore companies, smurfing practices, 
transfers, etc. Many of these activities are done through electronic payment systems. Based on the above, the 
subject of the paper is the analysis of electronic payments as a means that is often used for money 
laundering. The aim of this paper is to point out the basic specifics of the electronic payment systems as a 
means of money laundering, relatively one of the mechanisms for inserting illegally acquired income into 
legal financial flows. Advantages and benefits of electronic payment systems in the form of speed, mobility 
and anonymity are just some of the reasons why electronic payments are the most widely used money 
laundering mechanism today. The paper presents money laundering techniques that include the use of 
electronic payment systems. 

Keywords: money laundering, money laundering techniques, electronic payments. 
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Rezime:Merenje efikasnosti elektronske maloprodaje predstavlja neophodan uslov uspešnosti poslovanja 
svakog elektronskog maloprodavca. Zahvaljuju i pra enju pokazatelja aktivnosti na elektronskoj prodavnici 
mogu e je donositi poslovne odluke o budu em toku poslovanja. Stopa konverzije predstavlja glavni 
pokazatelj efikasnosti elektronske maloprodaje koji ujedno prati pose enost i prodaju elektronskog 
prodavca. Pra enje životne vrednosti potroša a predstavlja uslov zadržavanja potroša a i obezbe ivanje 
baze lojalnih potroša a. Predmet istraživanja su klju ni pokazatelji od zna aja za efikasnost elektronske 
maloprodaje. Cilj istraživanja je ukazati na važnost pra enja i merenja pokazatelja u elektronskoj 
maloprodaji. Merenjem pokazatelja se donose adekvatne poslovne odluke u elektonskoj maloprodaji koje e 
obazbediti profitabilnost, konkurentnost i lojalnost potroša a. 

Klju ne re i:Elektronska maloprodaja, stopa konverzije, životna vrednost potroša a, efikasnost. 

Abstract:Measuring the efficiency of electronic retailing is a necessary condition for the success of every 
electronic retailer. Thanks to the monitoring of activity indicators in the electronic shop, it is possible to 
make business decisions about the future course of business. The conversion rate is the main indicator of the 
efficiency of electronic retailing, which also monitors visits and sales of the electronic retailer. Monitoring 
the lifetime value of consumers is a proposition for retaining consumers and providing a base of loyal 
consumers. The subject of the research is key indicator of importance for the efficiency of electronic retail. 
The aim of the research is to point out the importance of monitoring and measuring indicators in electronic 
retail. By measuring the indicators, adequate business decisions are made in electronic retailing that will 
ensure profitability, competitiveness and consumer loyalty. 

Keywords:Electronic retail, conversion rate, consumer lifetime value, efficiency. 









Rezime: Promene koje su nastale u toku pandemije COVID 19 u odnosu na uslove koje su vladali pre 
pandemije su zna ajno izmenili elektronsku trgovinu u Srbiji. U radu je dat poseban osvrt na klju ne 
pozitivne promene, posmatrane kroz SWOT analizu koriste i USAID-ovo istraživanje za period pre i 
neposredna iskustva predstavnika ministarstva, priverdnih subjekata, fizi kih lica i specijalizovanih portala 
koja se bave pitanjima elektronske trgovine za period u toku pandemije.  

Klju ne re i: Elektronska trgovina, pandemija COVID 19, SWOT analiza. 

Abstract: The changes that occurred during the COVID 19 pandemic in relation to the conditions that 
prevailed before the pandemic significantly changed e-commerce in Serbia. The paper presents a special 
review of key positive changes, observed through SWOT analysis using USAID research for the period 
before and the experiences of representatives of the ministry, businesses, individuals and specialized portals 
dealing with e-commerce issues for the period during the pandemic. 

Keywords: E-commerce, The COVID 19 pandemic, SWOT analysis. 











USAID COOPERATION FOR GROWTH 
PROJECT (CFG) - Ja anje elektronske trgovine u Republici Srbiji - završni izveštaj

E-commerce revolution

[3] Ciljevi ECS-a
 
Connecting to Compete 2018

Vodi  za elektronsku trgovinu – 
platforma Pametno i bezbedno

Platne transakcije kupovine robe i usluga preko interneta

Upotreba informaciono-komunikacionih 
tehnologija u RS, 2019.

Saopštenja o obrazovanju u Srbiji u 2019./2020. godini.

DIGITAL 2020: SERBIA

Supply Chain i COVID-19 – 
Nova realnost 
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FINANSIJSKO IZVEŠTAVANJE BANAKA: PROBLEMI U MERENJU FER VREDNOSTI 
PO MODELIMA 

FINANCIAL REPORTING OF BANKS: ISSUES IN FAIR VALUE MEASUREMENT BY 
USING MARK-TO-MODEL APPROACH 

MARIJA PANTELI 1, MILUTIN ŽIVANOVI 2 
1 Docent, Ekonomski fakultet, Univerzitet u Beogradu, marija.pantelic@ekof.bg.ac.rs 
2 Asistent, Ekonomski fakultet, Univerzitet u Beogradu, milutin.zivanovic@ekof.bg.ac.rs  

Rezime: Uvo enje ra unovodstva fer vrednosti u finansijsko izveštavanje donelo je sa sobom potrebu da se u 
uslovima nedovoljno aktivnih i nelikvidnih tržišta prilikom merenja fer vrednosti sredstava i obaveza 
pirmenjuju razli iti modeli vrednovanja (engl. mark-to-model). U radu je fokus stavljen na izazove koji se 
stavljaju pred banke koje posluju u uslovima neaktivnih finansijskih tržišta u pogledu primene modela 
vrednovanja prilikom merenja fer vrednosti finansijskih instrumenata. Pored uzroka koji dovode do potrebe 
za primenom modela i analize samih modela koji se koriste pri vrednovanju finansijskih instrumenata, u 
radu su prikazane potencijalne implikacije koje prelazak sa mark-to-market na mark-to-model 
ra unovodstvo fer vrednosti može imati na finansijko izveštavanje u celini. 

Klju ne re i: Fer vrednost, Finansijski instrumenti, Modeli vrednovanja, Relevantnost, Pouzdanost 

Abstract: The introduction of fair value accounting in financial reporting has created the need to apply 
different types of fair value measurement models of assets and liabilities in the context of inactive and 
illiquid markets. The paper focuses on the challenges posed by banks operating in inactive financial markets 
with regard to the application of the valuation models when measuring the fair value of financial 
instruments. In addition to the causes that lead to the need to apply the model and analyze the models used in 
the valuation of financial instruments, the paper presents potential implications that the transition from 
mark-to-market to mark-to-model fair value accounting can have on financial reporting as a whole. 

Keywords: Fair value, Financial instruments, Valuation models, Relevance, Reliability 

1. UVOD
Proces finansijskog izveštavanja i finansijski izveštaji su od izuzetnog zna aja budu i da obezbe uju 
neophodnu informacionu osnovu za donošenje ekonomskih odluka. Hibridni model finansijskog 
izveštavanja, koji integriše elemente istorijskih troškova i fer vrednosti, se name e kao neizbežna normativna 
osnova. Ipak, kombinovanje ova dva koncepta znatno usložnjava proces finansijskog izveštavanja. Stoga, 
zbog postojanja dualnosti, normativna osnova name e menadžerima, ra unovo ama, revizorima i 
korisnicima pove ane zahteve u vezi sa razumevanjem pravila priznavanja i na ina procenjivanja elemenata 
finansijskih izveštaja. Prema trenutnoj situaciji u me unarodnoj ra unovodstvenoj regulativi, primenu 
ra unovodstva fer vrednosti zahtevaju ili dozvoljavaju brojni standardi. U cilju uspostavljanja jedinstvenih 
smernica za merenje fer vrednosti, odnosno uspostavljanja konzistentnosti u odre ivanju fer vrednosti i time 
unapre enja kvaliteta finansijskog izveštavanja, IASB je objavio novi standard IFRS 13 – Merenje fer 
vrednosti, koji je stupio na snagu 2013. godine. Ra unovodstvo fer vrednosti je u evropsko zakonodavstvo 
ušlo sa dopunama IV Direktive (2003/51/EC). Od trenutka uvo enja do današnjeg dana najzna ajnije dopune 
i izmene ove regulative predstavljale su Uredba (1606/2002/EC) i Direktiva (2013/34/EC). U finansijskom 
izveštavanju u Srbiji, ra unovodstvo fer vrednosti je fakti ki postalo prisutno usvajanjem Zakona o 
ra unovodstvu i reviziji iz 2002. ( l. 19). Uvo enjem ra unovodstva fer vrednosti, finansijsko izveštavanje 
postaje nezamislivo bez upotrebe finansijskih modela koji sve više dobijaju na zna aju u savremenom 
finansijskom izveštavanju. Ova problematika izveštavanja je mnogo zna ajnija kod banaka u odnosu na 
ostale entitete zbog ega se banke i nalaze u fokusu našeg rada. Zastupljenost fer vrednosti u finansijskim 
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izveštajima ovih institucija zna ajno je ve a u odnosu na preduze a iz realnog sektora, pre svega zbog 
zna ajno ve e zastupljenosti finansijskih instrumenata u bilansu stanja. 

2. HIJERARHIJSKA STRUKTURA MERENJA FER VREDNOSTI 
Kakav e uticaj ra unovodstvo fer vrednosti imati na finansijski položaj i uspeh banaka, zavisi od strukture 
sredstava i obaveza, obuhvata sredstava i obaveza na koji se mora ili može primeniti koncept fer vrednosti, i 
na ina na koji se fer vrednost meri. Prema teku oj regulativi IFRS, merenje fer vrednosti finansijskih 
sredstava i finansijskih obaveza se sprovodi na dva na ina: prema tržištima i po modelima. 

 Za finansijska sredstva i finansijske obaveze kojima se trguje na aktivnim tržištima, fer vrednost se 
odre uje prema kotiranim tržišnim cenama ili dilerskim kotacijama za identi nu imovinu i obaveze. To je 
takozvani prvi nivo merenja fer vrednosti (engl. mark-to-market). U uslovima veoma niskih obima trgovanja, 
na nedovoljno aktivnim i nelikvidnim tržištima,  na in utvr ivanja fer vrednosti postaje druga iji – prelazi se 
na drugi ili tre i hijerarhijski nivo za merenje fer vrednosti. To prakti no zna i da se procena vrednosti 
finansijskih instrumenata ne zasniva na kotiranim tržišnim cenama za identi na sredstva i obaveze, ve  su 
informacije, izvedene na bazi tržišno uo ljivih (opservabilnih) inputa za sli ne instrumente (drugi nivo 
merenja) i zna ajnih tržišno neuo ljivih inputa (tre i nivo merenja), ugra ene u modele za utvr ivanje fer 
vrednosti (engl. mark-to-model). Važno je naglasiti da takvi procesi procene fer vrednosti po svojoj prirodi 
zahtevaju koriš enje zna ajnog stepena prosu ivanja – što je hijerarhijski nivo merenja fer vrednosti niži, 
utvr ivanje fer vrednosti je kompleksnije, subjektivnije i manje pouzdano. S obzirom da je visina utvr ene 
fer vrednosti po modelima visoko zavisna od koriš enih inputa,  maksimiziranjem upotrebe uo ljivih i 
minimiziranjem upotrebe neuo ljivih inputa pove ava se pouzdanost mark-to-model vrednovanja (IFRS 13, 
2011, par.67). 

Postoje tri pristupa u merenju fer vrednosti: tržišni, prinosni i troškovni. U grupi tržišnih modela naj eš e 
se koristi komparativni model (model multiplikatora) i model matri nog procenjivanja (engl. matrix pricing). 
Najvažniji model u grupi prinosnih modela je model diskontovanih nov anih tokova (DCF), a u ovu grupu 
spadaju i modeli kapitalizovanog nov anog toka (engl. capitalized cash flows), viška nov anih tokova (engl. 
excess cash flows), kapitalizovanog dobitka (engl. capitalized earnings), viška dobitka (engl. excess 
earnings), Black-Scholes model vrednovanja opcija (engl. option pricing) i dr. Napomenimo, troškovni 
pristup koji se odnosi na model troškova zamene ne primenjuje se na finansijske instrumente i adekvatan je 
za primenu kod sredstava koja ne generišu sopstvene dobitke. U skladu sa regulativom, za utvr ivanje fer 
vrednosti finansijskih sredstava i finansijskih obaveza dozvoljena je upotreba jednog modela ili istovremeno 
koriš enje razli itih modela kako bi se došlo do najbolje procene fer vrednosti kao reprezentativne ta ke u 
okviru raspona vrednosti koje su generisali pojedina ni modeli.  

3. MODELI MERENJA FER VREDNOSTI FINANSIJSKIH INSTRUMENATA  
U ovom delu rada u fokusu razmatranja su modeli koji se koriste prilikom merenja fer vrednosti finansijskih 
instrumenata budu i da oni ine najzna ajniji deo bilansa stanja banaka. Konkretnije, akcenat e biti stavljen 
na merenje fer vrednosti finansijskih sredstava kao posebne kategorije finansijskih instrumenata, dok 
finansijske obaveze koje se vrednuju po fer vrednosti ne e biti predmet razmatranja, budu i da je njihova 
vrednost u finansijskim izveštajima esto materijalno bezna ajna. Polaze i od klasifikacije finansijskih 
sredstava sadržane u novom ra unovodstvenom standardu MSFI 9 – Finansijski instrumenti, koji je u 
efektivnoj primeni od 1. januara 2018. godine, sva finanijska sredstva se prilikom sticanja klasifikuju u jednu 
od tri kategorije: finansijska sredstva koja se vrednuju po amortizovanom trošku, finansijska sredstva koja se 
vrednuju po fer vrednosti kroz kapital (ostali ukupan rezultat) i finansijska sredstva koja se vrednuju po fer 
vrednosti kroz rezultat (EY, 2017). Za nas su od posebnog zna aja poslednje dve kategorije finansijskih 
sredstava budu i da je pri njihovom vrednovanju neophodna primena fer vrednosti kao osnove za 
vrednovanje. 

Posebni izazovi prilikom merenja fer vrednosti pojedinih oblika finansijskih sredstava javljaju se u 
situacijama kada tržišta nisu u dovoljnoj meri aktivna i likvidna. U takvim okolnostima, sa kojima su banke 
koje posluju u Srbiji esto suo ene, dolazi do potrebe za merenjem fer vrednosti po modelima uz zna ajno 
koriš enje pretpostavki menadžmenta, odnosno, javlja se poterba za prelaskom sa mark-to-market na mark-
to-model pristup (Todorovi , Panteli , 2011). Finansijski instrumenti u koje banke naj eš e ulažu svoja 
slobodna nov ana sredstva kako bi pove ale profitabilnost ili se eventualno zaštitile od rizika jesu akcije, 
obveznice i finansijski derivati. Ukoliko se ulaganja u takve finansijske instrumente, polaze i od 
karakteristika njihovih nov anih tokova i poslovnog modela kojim banka njima upravlja, klasifikuju u 
kategorije finansijskih sredstava po fer vrednosti kroz kapital ili finansijskih sredstava po fer vrednosti kroz 
rezultat, javlja se potreba za utvr ivanjem njihove fer vrednosti (kod prvih prilikom naknadnog, a kod drugih 
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i prilikom inicijalnog i prilikom naknadnog vrednovanja) koriš enjem smernica sadržanih u MSFI 13, što bi 
u okolnostima nedovoljno aktivnih i likvidnih tržišta zahtevalo merenje FV po modelima.  

Kada su u pitanju ulaganja u akcije, ono što bi sa aspekta utvr ivanja njihove fer vrednosti bilo 
najpoželjnije, jeste primena tehnike kotiranih cena budu i da bi se time postigao najve i stepen objektivnosti. 
Me utim, preduslov za merenje fer vrednosti akcija na ovakav na in je da tržište posmatranih akcija bude 
aktivno i likvidno. Ova pretpostavka u najve em broju slu ajeva kod akcija doma ih preduze a nije 
ispunjena. Rezultati istraživanja primene ra unovodstva fer vrednosti u Srbiji pokazuju da je aplikacija 
mark-to-market merenja uglavnom nemogu a, isklju uju i merenje za etiri akcije koje se nalaze na Prime 
listing-u i tri na Standard listing-u (Panteli , 2019). Sastavlja i finansijskih izveštaja se stoga moraju 
orijentisati u ve oj meri na manje pouzdano merenje fer vrednosti po modelima. U pomenutim okolnostima 
trebalo bi, kao najboljoj alternativi, pribe i nekoj od drugih mogu ih tehnika u okviru tržišnog pristupa. 
Jedna od mogu ih tehnika jeste tehnika uporedivih sredstava ili transakcija što bi podrazumevalo koriš enje 
cena uporedivih akcija ukoliko takve akcije postoje i ukoliko za takve akcije postoje aktivna i likvidna 
tržišta, odnosno, cena iz transakcija u kojima se trgovalo uporedivim akcijama ukoliko te transakcije 
zadovoljavaju uslove definisane u MSFI 13 i ukoliko su informacije o tim transakcijama dostupne. Kada se 
za potrebe utvr ivanja fer vrednosti akcija koriste informacije iz uporedivih transakcija, zapravo je re  o 
modelima koji se zasnivaju na upotrebi odgovaraju ih tržišnih multiplikatora (P/E, P/B, P/S) (Todorovi , 
Panteli , 2011).  

Me utim, ukoliko se nijedna od tehnika u okviru tržišnog pristupa ne može koristiti, banke se moraju 
prilikom utvr ivanja fer vrednosti akcija osloniti na neki od modela u okviru prinosnog pristupa. Bankama 
uglavnom na raspolaganju stoje modeli koji se zasnivaju na tehnikama diskontovanja. Jedan od modela koji 
se može koristiti jeste model diskontovanih dividendi. Prilikom koriš enja modela diskontovanih dividendi, 
prva pretpostavka koju menadžment banke mora da napravi odnosi se na tip rasta dividendi koji se u 
budu nosti o ekuje kod komapnije ije se akcije vrednuju. Ukoliko se pretpostavi da e dividende imati 
stabilan rast onda se za potrebe utvr ivanja fer vrednosti akcija koristi model diskontovanja dividendi koji se 
zasniva na Gordonovom modelu rasta. Me utim, ukoliko menadžment banke pretpostavi da kompanija ne e 
imati konstantan stabilan rast dividendi, ve  da e u prvoj fazi rasta, stopa rasta biti promenljiva (rastu a) a 
da e u drugoj fazi imati konstantan stabilan rast, onda model diskontovanih dividendi za utvr ivanje fer 
vrednosti akcija ima takozvani dvostepeni oblik (Damodaran, 2012): 

(1) 

(2) 

gde su: 

FV1 – fer vrednost akcija ukoliko se primenjuje Gordonov model rasta
FV2 – fer vrednost akcija ukoliko se primenjuje dvostepeni model
DPSt – o ekivana dividenda po akciji u godini t
ke – o ekivana stopa prinosa vlasnika (hg: period ubrzanog rasta, st: period stabilnog rasta)
gn – stabilna stopa rasta dividendi

Osim modela diskontovanih dividendi, za potebe merenja FV akcija esto se koristi i model 
diskontovanih nov anih tokova gde se kao relevanti nov ani tok posmatra slobodni nov ani tok koji pripada 
vlasnicima (engl. Free Cash Flow to Equity, FCFE). Ovaj model je gotovo identi an prethodno opisanom 
modelu, samo što su u njemu o ekivane dividende zamenjene o ekivanim slobodnim nov anim tokom koji 
pripada vlasnicima. Samim tim, obra un fer vrednosti akcija uz primenu modela diskontovanih o ekivanih 
nov anih tokova može imati jednu od prethodno dve prikazane forme u zavisnosti od pretpostavke 
menadžmenta koja se odnosi na tip rasta nov anih tokova koji se u budu nosti o ekuje kod komapnije ije se 
akcije vrednuju. 

Pored akcija, banke mogu višak svoje gotovine ulagati i u obveznice. Ukoliko banke nemaju nameru da 
obveznice drže do roka dospe a ili su izvršile ulaganja u obveznice sa namerom da njima trguju, moraju ih 
vrednovati po fer vrednosti. Problem prilikom utvr ivanja fer vrednosti obveznica može se javiti ukoliko za 
date obveznice ne postoji aktivno i likvidno sekundarno tržište. U tom slu aju, za potrebe vrednovanja 
mogu e je koristiti model matri nog procenjivanja. Ovakva vrsta modela se uglavnom koristi kada za datu 
obveznicu ija se fer vrednost utvr uje ne postoji aktivno tržište, pa se njena fer vrednost utvr uje 
koriš enjem informacija o cenama i prinosima uporedivih obveznica za koje postoji aktivno i likvidno 
tržište. Menadžment banke u toj situaciji mora da, na bazi prosu ivanja, identifikuje one obveznice koje su 
uporedive sa obveznicom koju vrednuje, da utvrdi njihove prinose do dospe a, da utvrdi prose an prinos do 
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dospe a za sve uporedive obveznice istog roka dospe a, da ukoliko uporedive obveznice nisu istog roka 
dospe a kao obveznica koja je predmet vrednovanja obra una prinos do dospe a za konkretnu obveznicu 
primenom metode linearne interpolacije, kao i da na kraju diskontovanjem o ekivanih nov anih tokova 
utvrdi fer vrednost obveznice. 

Me utim, ukoliko uporedive obveznice ne postoje na tržištu ili tržište za uporedive obveznice nije aktivno 
i likvidno, menadžmentu banke ostaje da primeni metodu diskontovanih nov anih tokova i da pretpostavi 
koja je to stopa koja bi na najbolji na in reprezentovala tržišnu kamatnu stopu za date obveznice. Ukoliko 
pretpostavimo da banka ulaže u obveznice kuponskog tipa, fer vrednost obveznica imala bi slede i oblik 
(Todorovi , Ivaniševi , 2017): 

  (3) 

gde su: 
 I – tok godišnjih isplata kamata koje se mogu dobiti kao proizvod kuponske kamatne stope c i 

nominalne vrednosti obveznice ( ) 
 Vn – nominalna vrednost obveznice o dospe u 
 rb – zahtevana stopa prinosa 

Imaju i u vidu da banke koje posluju u Srbiji sve eš e ulaze u transakcije sa derivatima, bilo da se na taj 
na in štite od rizika ili da omogu avaju drugim stranama da se zaštite od rizika, neophodno je barem 
spomenuti da  standard koji se bavi finansijskim instrumentima zahteva da se derivati i inicijalno i naknadno 
vrednuju po fer vrednosti.  Banke koje posluju u Srbiji uglavnom ulažu u derivate kojima se trguje na OTC 
tržištu. Uglavnom je re  o valutnim forvardima i kamatnim i valutnim svopovima za koje ne postoji aktivno i 
likvidno tržište, te se do njihove fer vrednosti dolazi primenom nekog od modela vrednovanja. (Živanovi , 
2015) 

4. PROBLEMI U MERENJU FER VREDNOSTI PO MODELIMA I IMPLIKACIJE NA 
FINANSIJSKO IZVEŠTAVANJE BANAKA 
U praksi su identifikovani zna ajni problemi prosu ivanja koji postoje na podru ju pravljenja razgrani enja 
izme u aktivnih i neaktivnih tržišta. Pravljenje razgrani enja izme u aktivnih i neaktivnih tržišta je 
neophodno kako bi se donela odluka o na inu merenja fer vrednosti – mark-to-market ili mark-to-model. 
Ovome treba dodati i problem prosu ivanja u kontekstu prepoznavanja prinudnih transakcija budu i da ove 
transakcije, za razliku od redovnih, ne mogu biti merodavne za utvr ivanje fer vrednosti. 

 Princip održavanja kvalitetne informacione osnove za odlu ivanje ima za cilj obezbe enje primarnih i za 
odlu ivanje neophodnih specifi nih kvaliteta ra unovodstvenih informacija – relevantnosti i pouzdanosti 
(Nissin, Penman, 2008). Ovaj cilj je ostvaren ukoliko su tržišta savršeno efikasna a aktuelne tržišne cene 
odražavaju sve informacije neophodne za njihovo utvr ivanje. Stoga, primena mark-to-market vrednovanja 
(prvi nivo merenja fer vrednosti) omogu ava da bilans stanja odražava trenutne tržišne vrednosti sredstava, 
obaveza i sopstvenog kapitala, obezbe uju i na taj na in relevantne informacije za potrebe odlu ivanja. 
Pored toga, informacije o fer vrednosti sredstava i obaveza s obzirom da su zasnovane na aktuelnim tržišnim 
cenama sa aktivnih tržišta su i pouzdane (potvrdljive, neutralne i verodostojne).  U meri u kojoj je tržište u 
stanju da prepozna  „pravu“ ili fundamentalnu vrednost sredstava i obaveza,  mark-to-market  ra unovodstvo 
obezbe uje realno iskazivanje njihovih vrednosti. Dakle, relevantnost fer vrednosti za potrebe odlu ivanja 
zavisi e od veli ine odstupanja od teorijske postavke na kojoj po iva ra unovodstvo fer vrednosti – hipoteze 
o savršeno efikasnim i likvidnim tržištima. 

Na drugom i tre em nivou merenja, vrednost sredstava i obaveza se utvr uje pomo u modela (engl. mark-
to-model). Kako bi se stekao bolji uvid u veli inu problema primene fer vrednosti pozivamo se na rezultate 
istraživanja ameri ke Komisije za HoV (engl. Securities and Exchange Commission, SEC) iz 2008. godine o 
zastupljenosti fer vrednosti u bankama. Istraživanje pokazuje da je na kraju prvog kvartala 2008. godine u 
SAD,  31% sredstava i 15% obaveza banaka bilo mereno po fer vrednosti; od ukupnih sredstava i obaveza po 
fer vrednosti, 89% sredstava i 94% obaveza je mereno uz upotrebu modela.  

IFRS 13 ne daje detaljne smernice za primenu pojedinih modela, niti primere na kom nivou i kojim 
modelima se koje pozicije mere. Adekvatan izbor modela predodre en je visokim stepenom ekspertize koji 
prose an ra unovo a esto ne poseduje. Naime, procena najrelevantnijeg modela predstavlja veliki izazov 
ak i za vrhunske teoreti are poslovnih finansija. Osim toga, modeli su predmet ozbiljnih kritika  u domenu 

njihove teorijske prihvatljivosti, dok se na prakti nom nivou mogu javiti i dodatni izazovi u smislu 
ispunjenosti pretpostavki na kojima modeli po ivaju i mogu nosti obezbe enja adekvatnih inputa 
(Todorovi , Panteli , 2011). Ilustracije radi, pomenimo samo da se prilikom primene modela diskontovanih 
nov anih tokova mogu javiti problemi prilago avanja diskontne stope za percipirani nivo rizika, 
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precenjivanja projektovanih nov anih tokova za sredstva i potcenjivanja istih kod obaveza, uvažavanja 
anticipirane (i neanticipirane) inflacije i sli no, dok su u primeni modela multiplikatora imanentni problemi 
nepostojanja sli nih sredstava i „vešta kog“ proglašavanja drugih sredstava za sli na, izbora nedovoljno 
relevantnih fundamenata, izbora pogrešnih multiplikatora i dr. (Penman, 2010). 

Visina odmerene fer vrednosti zavisi e u velikoj meri od izabranog modela vrednovanja. Puna sloboda 
koja je ostavljena sastavlja ima finansijskih izveštaja pri izboru modela je polje na kome se ispoljava rizik 
zloupotrebe, u smislu da e sastavlja i finansijskih izveštaja birati modele kojima se maksimizira vrednost 
sredstava i minimizira vrednost obaveza. S tim u vezi, Chason i Hoffman isti u da su fer vrednosti zasnovane 
na razli itim modelima vrednovanja („surogat vrednosti“) daleko od nepristrasnih, a Magnan i Thornton 
ukazuju na zabrinjavaju u pojavu uticaja pristrasnog menadžmenta (moralni rizik) na finansijsko 
izveštavanje u uslovima krize kada se koriste modeli (Bostwick, Fahrenstock, 2011). Plantin, Sapra i Shin 
ukazuju da je ra unovodstvo fer vrednosti posebno neefikasno u uslovima postojanja nelikvidnih i neaktivnih 
tržišta, „dodaje vešta ki rizik koji umanjuje informacionu vrednost cena sredstava i vodi odlukama koje nisu 
optimalne“ (Trussel, Rose, 2009). Dodatno, modeli mogu da daju veoma razli ite rezultate ukoliko se u ine 
mala prilago avanja pretpostavki na kojima se oni zasnivaju. Ovakav na in utvr ivanja fer vrednosti otvara 
probleme vremenske i prostorne uporedivosti finansijskih izveštaja. Naime, može se desiti da u jednoj istoj 
banci usled promene koriš enog modela vrednovanja ili malih promena u pretpostavkama do e do zna ajnih 
promena vrednosti datog instrumenta, što otvara problem vremenske uporedivosti finansijskih izveštaja. Sa 
druge strane, postoji mogu nost da dve razli ite banke iste finansijske instrumente iskažu u bilansima po 
vrednostima koje se zna ajno razlikuju ak i ako koriste iste modele, što otvara brojna pitanja povezana sa 
problemom prostorne uporedivosti finansijskih izveštaja. 

Problem predstavlja i realna mogu nost pojave grešaka u vrednovanju po modelima, što narušava ta nost 
bilansa stanja i „ugra uje“ se kao greška procene fer vrednosti u bilans uspeha. Implementacija 
ra unovodstva fer vrednosti sa greškom stoga rezultuje u „neinformativnim“ finansijskim izveštajima što 
umanjuje njihovu upotrebnu vrednost za potrebe odlu ivanja. S tim u vezi, Chasan isti e da vrednovanja 
zasnovana na kompleksnim  modelima (i nestalne i subjektivne pretpostavke koje su u osnovi modela) nisu 
pouzdana, a samim tim ni relevantna, s obzirom da je pouzdanost determinanta relevantnosti (Bostwick, 
Fahrenstock, 2011). Odstupanja determinisanih fer vrednosti zasnovanih na modelima od „pravih“ fer 
vrednosti kao posledica mogu ih grešaka u odre ivanju fer vrednosti („rizik modela“), narušavaju istinitost 
finansijskih izveštaja i poja avaju njihovu volatilnost (Barth, 2004).  

Na kraju,važno je naglasiti da i pored evidentnih problema u merenju fer vrednosti po modelima, u 
uslovima nedovoljno aktivnog tržišta, zna ajnije nestalnosti i pada cena, fer vrednosti utvr ene pomo u 
modela mogu biti relevantnije od tržišnih cena na neaktivnom tržištu, kao i da „modelski“ pristup doprinosi 
smanjenju volatilnosti finansijskih izveštaja i ublažavanju procikli nih efekata (Malini , 2009). 

5. ZAKLJU NA RAZMATRANJA
Imaju i u vidu sve prethodno re eno, neophodna su dalja preispitivanja i usavršavanja teku e regulative 
finansijskog izveštavanja u cilju ublažavanja ispoljenih nedostataka u primeni mark-to-model ra unovodstva 
fer vrednosti. Zahtevi merenja fer vrednosti mogli bi se oceniti kao nedovoljno jasni i nedovoljno precizirani, 
što usled nedostatka smernica, otvara mogu nosti pojave zna ajnog stepena prosu ivanja. U narednom 
periodu kreatori ra unovodstvenih standarda moraju se fokusirati na kreiranje jasnijih vodi a za 
determinisanje fer vrednosti na neaktivnim tržištima, a kada je re  o  merenju fer vrednosti po modelima, na 
tre em hijerarhijskom nivou, imperativ je uspostavljanje smernica koje bi omogu ile „potvr ivanje“ 
kompatibilnosti internih pretpostavki entiteta ugra enih u modele sa pretpostavkama koje bi koristili tržišni 
participanti u odre ivanju fer vrednosti. Ovo je naro ito važno s obzirom da trenutno ne postoje eksplicitni 
zahtevi u IFRS 13 u vezi sa tim, te je relevantnost utvr enih fer vrednosti dovedena u pitanje. Uz to, proces 
utvr ivanja fer vrednosti po modelima unapredio bi se objavljivanjem najboljih praksi vrednovanja kao i 
uspostavljanjem kriterijuma za evaluaciju ispravnosti primenjenih modela. Dodatno, podizanje stepena 
relevantnosti i pouzdanosti informacija o determinisanim fer vrednostima name e potrebu i za formiranjem 
profesionalnog tela za nadzor vrednovanja sa zadatkom uspostavljanja konzistentnih standarda vrednovanja 
baziranih na najboljim praksama, i kontrole ispravnosti utvr enih fer vrednosti. Široko obrazovanje a 
posebno znanja o teorijskom shvatanju i prakti nim problemima u primeni fer vrednosti neophodna su 
investitorima i ostalim u esnicima u sistemu finansijskog izveštavanja (menadžerima, finansijskim 
analiti arima, prudencionim regulatorima i revizorima) kako bi se razumela suština fer vrednosti, 
ograni enja u njenoj primeni i procenio stepen relevantnosti i pouzdanosti informacija koje ona pruža.
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WHAT DEMONSTRATE CONCENTRATION INDICES: EXAMPLE OF THE BANKING 
SEKTOR OF SERBIA

1

1 - , ; 
, r.bukvic@mail.ru

:
. CRn HH),

- -

2016–2019. 

. 

: , , ,
. 

Abstract: The paper shows and analyzes the main indicators that are used in the analyses of of the market 
concentration. It were demonstrated standard coefficients (CRn and HH), more rarely used (Gini, 
Rosenbluth and Tideman-Hall), and the Linda indices and approach based on the Gaus’ curve of the 
distribution of market shares. The analysis of the results was made on the example of banking sector of 
Serbia (without Kosovo and Metohija), for the years 2016–2019. It were used the banks’ balances three 
aggregates (total assets, capital and operating income). The values of indicators illustrate ambiguity of 
results, both in the case of used indices, as well as the used balance aggregate. All of these indicate the need 
of the use in future analyses many indicators and aggregates, and the need to interpret the results with 
necessary attention. 

Keywords: competition, concentration, indices of concentration, ambiguity of results, banking sector. 
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Rezime: Cilj ovoga rada jeste da prikaže uslovno-konvertibilne obveznice (engl. Contingent convertible 
(CoCo) bonds) – njihove karakteristike, strukturu nov anih tokova i kompleksnost vrednovanja. S obzirom 
na to da ove obveznice predstavljaju jedan od najrizi nijih tipova dužni kih finansijskih instrumenata koje 
finansijske institucije mogu da emituju, kao teku e pitanje ostaje njihov potencijano sistemski efekat u 
periodima kriza, kao što je poslednja kriza COVID-19. 

Klju ne re i: Uslovno-konvertibilne obveznice, Vrednovanje, COVID-19. 

Abstract: The aim of the paper is to present contingent convertible (CoCo) bonds – their characteristics, 
cash flow structure and complexity of valuation. Since they represent one of the riskiest types of debt 
instruments financial institutions can issue, as the current question remains their potential systemic effect in 
times of crises, like the latest COVID-19 crisis. 

Keywords: Contingent convertible bonds, Valuation, COVID-19. 

1. INTRODUCTION
Contingent convertible (CoCo) bonds or AT1s belong to the class of the most risky debt a financial 
institution, usually a bank, can issue. They are often created as perpetual in nature, although the issuer may 
repay them after certain pre-specified period.  

Contingent convertible securities were designed in the wake of the global financial crisis in 2008 with a 
goal to place a burden of financial difficulties issuer is dealing with on investors, rather than general public 
or taxpayers (BIS 2017, p. 2). 

2. DEFINITION AND MAIN CHARACTERISTICS OF COCO BONDS
Contingent convertible or CoCo bonds are financial instruments that are hybrid in nature. They have 
characteristics of both debt and equity instruments. CoCo bonds are often perpetual securities that pay a 
fixed coupon until a fixed date. After the specified date, the coupon is reset to a fixed margin over an index. 
The coupon reset date is usually the bond’s first call date. The proceeds from issuance of CoCo bonds enter 
Additional Tier 1 (AT1) capital of banks, because of which these instruments are also known as AT1s. On 
the liability side of a bank’s balance sheet CoCo bonds are ranked as subordinated debt below secured debt 
but above priority and common stocks.  

Chart 1: CoCo bond’s position in bank’s balance sheet 
Source: Spiegeleer et al. 2018, p. 15 
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CoCo bonds have a build in covenant that states that bonds can be converted into equity in the case a 
trigger event occurs. The trigger event may be mechanical or voluntary in nature. Because of this 
characteristic CoCo bonds are said to have loss-absorbing properties.  

Chart 1: Main design characteristics of CoCo bonds 
Source: Bank for International Settlements 

 
Contingent convertible bonds are created to help banks and other financial institutions in times of distress 

because they can skip coupon payments without defaulting and convert the debt to equity or write it down.  

Table 1: Selected banks and insurance institutions that have issued CoCo bonds 

 
Source: Author’s presentation 

 
CoCo bond has two main elements: the trigger and the conversion rate. The trigger is the pre-specified 

event that is causing the conversion process. The conversion rate is the rate at which the debt is converted 
into equity. The trigger, which may be mechanical or discretionary, has to be defined in a way that ensures 
inviolable conversion. Sometimes possibility exists for dynamic sequence-conversion occurring at different 
pre-specified thresholds of the trigger event. In order to prevent accounting or market manipulation, a 
commonly used trigger measure is the measure of bank’s solvency. The trigger of a CoCo bond is 
documented in prospectus. It specifies when the bond will get converted or written down. It is often defined 
as accounting or capital ratio level. The capital ratio indicates the healthiness level of the bank’s balance 
sheet. The amount of the regulatory capital is compared to the risk-weighted assets (RWA) on the balance 
sheet. The RWA is the total sum of the assets where each class is multiplied with its corresponding risk 
weight. The weighting scheme is taking the risks for each asset class into account. Banks are obliged to hold 
enough regulatory capital to protect against a decrease in assets value. An example of an accounting ratio 
typically used in Basel III, and also for CoCos, is the bank’s Common Equity Tier 1 (CET1) ratio. The CET1 
ratio is defined as a measure of a bank’s common equity capital expressed as a percentage of risk-weighted 
assets. The Basel Committee proposes an absolute minimum level of this ratio at 4.5%. The trigger levels for 
the CoCos based on their CET1 ratio range in most cases from 5 to 8% (Spiegeleer et al. 2018, pp. 4-5). 

The design of the trigger and the conversion rate is important for the CoCo bond effectiveness. In the 
event the conversion trigger is not breached, CoCo bond remains a coupon paying subordinated debt until 
maturity (unless it is a perpetual bond). A conversion is not an option at the discretion of a bondholder but is 
forced when regulatory capital fails to meet a predetermined level. This feature provides to CoCo bonds the 
loss-absorption capacity on a going-concern basis. Thus, these instruments provide buffer capital to a bank or 
other financial institution at times of distress but before potential insolvency. A more extreme loss-
absorption mechanism is designed as a write-down property, where the occurrence of the predetermined 
event triggers a write-down of a bond’s value. Such mechanisms triggered in times of distress may rescue a 
financial institution from failure without using taxpayers’ money for large financial institutions bail-outs. 
The burden of financial institution failure is transferred to bondholders, i.e. investors, while the institution 
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may continue to operate without disruption of the broader financial system (Liberadzki and Liberadzki 2019, 
p.1.). Due to their specific and high risk profile investors are requiring higher return and are ready to pay
lower price for CoCo bond in comparison to similar bond without contingent-convertible properties. 

3. COCO BONDS IN COVID-19 CIRCUMSTANCES
The latest Covid-19 outbreak brought changes to this special market segment. Lloyds Banking Group Plc has 
become the third European bank this year that declined to redeem an outstanding CoCo bond at its first call 
date. Lloyds cited “extraordinary market challenges presented by Covid-19” as the reason to extend its AT1s. 
By retaining the 6.375% 750 million-euro ($824 million) CoCo, it will switch to paying a floating coupon 
just above 5%. If it had redeemed the CoCo bond and issued a replacement bond, it would have had to offer 
a higher coupon to reflect the current market state, probably above 7% (Ashworth 2020). 

Spain’s Banco Santander SA, as a blue-chip lender, last year did not redeem its AT1 debt for same 
economic interest. That is standard practice in the U.S. market but not that usual in Europe. Germany’s 
Deutsche Bank AG and Aareal Bank AG have also skipped calls this year. Both, regulatory pressure and the 
increase in yields on risky debt during the current crisis have forced even better capitalized banks to 
prioritize their financing costs. ABN Amro Bank NV and Royal Bank of Scotland Group Plc both have AT1 
bonds with calls due this summer, and Barclays Plc is due later in this year. They may follow the Lloyds 
example and retain cheap AT1 capital raised at lower yields. The Lloyds move represents a wake-up call for 
AT1 investors. While bigger banks may remain popular among investors despite these decisions, the change 
may affect weaker lenders. If investors no longer feel confident that their money will be returned at the first 
redemption date, they will demand a higher return. The Bank of Ireland Group Plc e.g. did what Lloyds 
refused to do and redeemed existing AT1 and reissued bonds at a higher cost.  

This new separation between large stable banks and smaller ones that have to offer higher risk premium 
to their issues represents a worry for the health of the financial system. It should be under consideration of 
European regulators. Forcing the strong banks to keep capital has consequences for financially weaker 
ones.   

4. CASH FLOW STRUCTURE AND VALUATION OF COCO BONDS
CoCo bonds are non-standardized instruments which represents the first challenge in their valuation. In 
addition, the valuation of a CoCo includes the modeling of both the trigger probability and the expected loss 
for the investor. Adequate financial models that could deliver acceptable theoretical price would be those 
with a market trigger. In them, the loss absorption mechanism is activated as soon as an observable variable 
such as, for example, a share price level or credit defaults swaps spreads, drops below a specified level. 
Various models have been developed for CoCo bonds valuation with their own assumptions and drawbacks.  

The simplified models are classified under term heuristic models. A rule-of-thumb model to price CoCo 
bonds is the yield based method. The capital hierarchy of the liabilities is used in order to calculate the yield. 
The CoCo price is estimated through discounting of all future coupon payments with the derived yield. A lot 
of internal and financial market information is needed in order to derive the yield for a CoCo. Finally, 
different interpolating schemes might result in different CoCo prices. Thus, explained approach is 
straightforward but it may lack accuracy. 

More evolved approaches are based on structural models. These models set the asset price of the company 
as the stochastic parameter driving the value of bonds or equity. The asset value of a bank is essentially 
unobservable between quarterly reports. The truly observable real-time information is available in share 
price, bond price, credit default swaps and equity option prices. In structural models the trigger moment is 
based on the performance of the assets. However, the trigger point may be also estimated from different 
perspectives. 

We further focus on market implied models in which the CoCo value is based on market data such as 
share price, credit default spreads and volatilities (Spiegeleer et al. 2018, p. 24). First type of these models, 
credit derivatives approach, treats CoCo as credit investment. Second model, more sophisticated one, called 
the equity derivatives approach, decomposes the CoCo bond in several exotic options. Finally, new model, 
called the implied CET1 volatility model is based on CET1 ratio and its volatility. It will be presented 
further. 

4.1. The Implied CET1 Volatility Model 
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The implied CET1 volatility model is based on the CET1 ratio and its volatility. Among all mentioned it is 
the most straightforward model. Although the CET1 ratio value is known on quarterly basis, it will be 
modeled as a continuous geometric Brownian motion without a drift. This model is called the Black’s model:

           (1) 

The probability  that this ratio will reach a trigger level during a time period T is given by (Su and 
Rieger 2009): 

                          (2) 

with 

  

Trigger :  Contractual CET1 trigger level 
 :  Volatility of the CET1 ratio 

T   :  Maturity of the contingent convertible 
CET1 :  Current CET1 ratio 
 

The equation above provides the probability that a CET1 ratio will touch the accounting trigger 
somewhere between today and the expiration of the bond T years from now. 
 

Further, trigger distance  is introduced in Equation (2) that results with: 

                                        (3) 

This equation presents the probability that the trigger is going to happen. From   the value of the CoCo 
spread can be determined ( ): 
 

                          (4) 

with being the recovery ratio after a trigger event. 
 

Using Equation (4) to price a contingent convertible bond is not a straightforward procedure. The main 
obstacle is the lack of knowledge about the recovery ratio and the volatility level of the CET1. In the case a 
CoCo bond is written-down, the recovery rate is equal to 0. Still, it is necessary to determine the value of the  

 in order to determine the value of the CoCo bond. 
The other way the model can be implemented is to find, from the CoCo market prices, an implied 

volatility level for the CET1 ratio. This procedure is very similar to finding of an implied volatility from 
option prices in derivative market. The CoCo bond is treated as a derivative instrument with the CET1 level 
as underlying. From CoCo market prices implied volatility is found such that model price matches the 
market price.  

The theoretical price of the full write-down CoCo bond expiring T years from now becomes: 

 

 

             (5) 

 
where 

 
 =  

 =  

k  =  Total number of coupons 
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Starting from the market price of the CoCo bond or its spread, implied volatility of the CET1 ratio, 
may be determined. It reflects the market view of the dynamics of the CET1 ratio.

The model application will now be illustrated on one of the CoCo issues made by Credit Suisse 
(Spiegeleer et al. 2018, pp. 32-33). 

On October 21, 2015 Credit Suisse reported its capital ratios for the third quarter of 2015. The CET1 ratio 
reported by the bank was equal to 10.2%.  

Table 2: Example of Credit Suisse CoCo bond issue 
CREDIT SUISSE 

Name CREDIT SUISSE 5.75% 
ISIN XS0972523947
Issue Date 18-Sep-13 
CET1 Report Date 21-Oct-15 
CET1 Fully phased-in 10.2 
Trigger 5
Coco Price 112.88 
CoCo Spread 275 
Source: Spiegeleer et al. 2018, p. 33 

Taking into account that Tier 2 CoCo bond has a trigger of 5% it can be calculated that D = 2.04. 
In order to calculate  for Credit Suisse, the market price of CoCo bond on the publication day of

CET1 ratio is used. Since this is the full write-down CoCo bond, the recovery ratio is set to be equal to 
0 in Equation (4). The implied volatility of the CET1 ratio is then found to be equal to 18.88%. 

5. CONCLUSION
The paper analyzed CoCo bonds, their man characteristics and valuation process. Contingent convertible 
bonds became popular source of financial institutions financing after the global financial crisis of 2008. 
These hybrid instruments are providing extra capital for institutions in distress. In the context of Basel III 
requirements the loss-absorbing instruments have important role. Before the crisis large financial institutions 
were assumed to be too-big-to-fail meaning that regulator would support them in time of distress with 
taxpayer’s money. Today, with changing regulation, banks are obliged to have more loss absorbing capital to 
be able to fight the crisis without causing potential spillover and systemic effects. Unfortunately, since 
financial institutions are still highly interconnected the potential contagion effect is not eliminated since 
banks may invest in each other CoCo bonds and other instruments. 
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Rezime: Snimci mnogih daljinskih senzora koriste se za analizu fizi kih pojava i procesa na površini Zemlje. 
Identifikacija vegetacije sa daljinskih snimaka izvodi se svrstavanjem svih piksela sa istim spektralnim 
karakteristikama u istu klasu. Da bi se daljinski snimci uspešno koristili za analizu stanja vegetacije, 
neophodno je sprovesti postupke poboljšanja kvaliteta snimaka. U radu su predstavljeni postupci filtriranja i 
isticanja ivica objekata na RGB snimcima u okviru prostornog poboljšanja kvaliteta daljinskih digitalnih 
snimaka. Obra ivani su kvalitetani digitalni snimci visoke prostorne rezolucije, što je omogu ilo uspešnu 
primenu programskog paketa Matlab i dobijeni su vrlo jasni, precizni i izražajni slikovni prikazi.  

Klju ne re i: Ambrozija, Digitalni snimak, Filteri, Matlab. 

Abstract: Images of many remote sensors are used to analyze physical phenomena and processes on Earth's 
surfaces. Identification of vegetation from remote sensing images is performed by assigning all pixels with 
the same spectral characteristics to the same class. To use remote sensung images successfully to analyze 
vegetation conditions, it is necessary to carry out procedures for improving the quality of images. The paper 
presents the methods of filtering and highlighting the edges of objects on RGB images as part of the spatial 
improvement of the quality of remote digital images. High-resolution digital images were processed, which 
enabled the successful application of the Matlab software package and obtained very clear, precise and 
expressive image displays. 

Keywords: Ambrosia, Digital image, Filter, Matlab. 













Rezime: Razvoj bespilotnih letelica je omogu io otkrivanje, snimanje i pra enje mnogih nepristupa nih 
objekata i pojava u realnom vremenu, u gotovo svim vremenskim uslovima. Snimci na injeni pomo u 
senzora iz bespilotnih letelica, pored koriš enja u mnogim oblastima, mogu uspešno da se primene i u 
oblasti fotogrametrije. Ovako dobijeni digitalni snimci, uz primenu odgovaraju ih softverskih paketa, mogu 
uspešno da se koriste kod izrade raznih digitalnih 3D modela i geodetskih podloga, koje su polazna osnova u 
mnogim nau nim oblastima. U radu su predstavljeni postupci izrade digitalnog modela površi dela 
katastarske opštine, na osnovu snimaka bespilotnom letelicom. Obra ivani su kvalitetani digitalni snimci 
visoke prostorne rezolucije, što je omogu ilo dobijanje kvalitetnih slikovnih prikaza.  

Klju ne re i: Bespilotna letelica, Plan leta, Digitalni snimak, Digitalni modeli površi. 

Abstract: The development of unmanned aerial vehicles has enabled the detection, recording and monitoring 
of many inaccessible objects and phenomena in real time, in almost all weather conditions. Images made 
from drones, in addition to their use in many areas, can be successfully applied in photogrammetry. The 
digital images obtained, with the application of appropriate software packages, can be successfully used in 
the creation of various 3D digital models and geodetic maps, which are the starting point in many scientific 
fields. The paper presents the procedures for creating a digital model of a part of a cadastral municipality, 
based on the images of an unmanned aerial vehicle. High-resolution digital images were processed, which 
made it possible to get quality views of terrain. 

Keywords: Unmanned aerial vehicles, Flight plan, Digital image, Digital surface model. 













Rezime: Saobra ajne nezgode imaju zna ajan uticaj na živote ljudi i na ekonomski razvoj svake zemlje. U 
radu, koriš eni su podaci o saobra ajnim nezgodama za jednu godinu (2019) koji su preuzeti sa Portala 
otvorenih podataka, Kancelarije za informacione tehnologije i elektronsku upravu Republike Srbije. Kao 
rezultat ovog istraživanja, dat je prikaz mape lokacija saobra ajnih nezgoda po vrsti za jednu opštinu, na 
teritoriji grada Beograda. Za prikaz mape i analizu skupa podataka koriš en je programski jezik R i 
razvojno okruženje RStudio. 

Klju ne re i: Saobra ajne nezgode, Lokacije, Programski jezik R, Prostorna analiza. 

Abstract: Road traffic accidents have significant influence on human lives and economic development of 
every country. Road traffic accident data for one year were downloaded in the paper from the Portal of open 
data, Office of Information Technology and Electronic Administration, Republic of Serbia. As a result of this 
research, a map of traffic accidents locations by type is given for one municipality, from the territory of the 
city of Belgrade. The R programming language and the RStudio development environment were used for 
display of map and analysis of the data set. 

Keywords: Traffic accidents, Locations, Programming language R, Spatial analysis. 
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Rezime: Ocena kvaliteta digitalnih topografskih karata (DTK) u okruženju prostorn baze podataka 
primenjuje se u razli itim etapama proizvodnog procesa prostornih podataka DTK i u svakoj etapi ima 
razli ite cil eve. Zbog svoje vizualnosti, jednostavnosti i sažetosti koriš enja, DTK imaju velike prednosti nad 
drugim skupovima prostornih podataka i zbog toga u potpunosti su opravdani zahtevi za razradu sistema 
utvr ivanja, vrednovanja i saopštavanja njihovog kvaliteta. Osnovni cilj rada je da prikaže sistem 
upravljanja ocenom kvalitetom u tehnološkom procesu izrade istih.

Klju ne re i: Ocena kvaliteta, tehnološki proces, digitalne topografske karte. 

Abstract: Quality assessment of digital topographic maps (DTK)in spatial database environment is applied 
in different stages of the production process of spatial data DTK and has different goals in each stage. Due 
to their visuality, simplicity and conciseness of use, DTK have great advantages over other sets of spatial 
data and therefore the requirements for the development of systems for determining, evaluating and 
communicating their quality are fully justified. The main goal of the paper is to present the quality 
assessment management system in the technological process of their production. 

Keywords: Quality assessment, technological process, digital topographic maps. 
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Rezime: Sa razvojem ra unara i softvera za obradu rasterskih slika zemljine površi, danas sve više dobijaju 
na zna aju postupci automatske klasifikacije zemljišnih oblika. U radu su upore eni rezultati automatske i 
TPI klasifikacije zemljišnih oblika u GIS okruženju. Danas se automatska klasifikacija esto koristi u analizi 
reljefnih formi podru ja od interesa. Metoda se bazira na digitalnom modelu terena (DMT) i 
geomorfološkim parametrima koji se mogu izvesti iz matemati kog modela površi. U ovom radu opisana je 
metoda automatske klasifikacije zemljišnih oblika (unsuperevised landform classification) i puluautomatske 
klasifikacije zemljišnih oblika (superevised landform classification). Za primenu metode osim DMT u radu 
su koriš eni parametri: nagib zemljišta, planarna i profilna zakrivljenost i topografski pozicioni indeks (TPI) 
sa modelima susedstva. Rezultati su pokazali da se na podru ju od interesa nalaze razli ite morfografske 
kategorije reljefa. Rezultati klasifikacije ra eni za test podru je dela opštine Novi Pazar potvr uju da se 
automatske metode mogu koristiti u postupku klasifikacije reljefa.    

Klju ne re i: Geografski informacioni sistemi (GIS), DMT, geomorfometrijski parametri, klasifikacija 
reljefa.  

Abstract: With the development of computers and software for processing raster images of the earth's 
surface, the procedures of automatic classification of landforms are becoming more and more important 
today. The paper compares the results of GIS based automatic and TPI classification of landforms.Today, 
automatic classification is often used in the analysis of relief forms of areas of interest. The method is based 
on a digital terrain model (DMT) and geomorphological parameters that can be derived from a 
mathematical surface model. This paper describes the method of automatic landform classification and 
superevised landform classification. For the application of the method, apart from DMT, the following 
parameters were used: slope, planar and profile curvature and topographic position index (TPI) with 
neighborhood models. The results showed that there are different morphographic categories of relief in the 
area of interest. The classification results made for the test area of the part of the municipality of Novi Pazar 
confirm that automatic methods can be used in the relief classification procedure. 

Keywords: Geographical Information Systems (GIS), DMT, geomorphometric parameters, relief 
classification.  
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MEŠOVITA METRIČKA DIMENZIJA KOMPLETNO RAZDVOJENIH GRAFOVA
MIXED METRIC DIMENSION OF COMPLETE SPLIT GRAPHS
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Abstract: In this paper we study the mixed metric dimension which is recently introduced graph invariant. The
properties of the mixed metric basis and the mixed metric dimension of a class of graphs, named complete
split graphs K∗

k,n−k, is studied in this paper. It is stated and proved formula for the exact value of mixed metric
dimension for K∗

k,n−k. In a general situation, the exact value of mixed metric dimension for K∗
k,n−k is equal to its

order.

Keywords: mixed metric dimension, complete split graph, graph theory, discrete mathematics

1. INTRODUCTION

The metric dimension is introduced independently by Slater in [1] and Harary and Melter in [2]. The metric
dimension and resolving sets are applied in different fields of science. The navigation of robots in networks
were studied in [3], some application in chemistry in ([4],[5]), etc.

Let G = (V,E) be a finite, simple and connected graph, where V is the set of vertices, and E is the set of
edges of a given graph G. For arbitrary two vertices u and v from a graph G, the distance d(u,v) is the length of a
shortest path u− v in G. A vertex w ∈V resolves vertices u and v if d(u,w) �= d(v,w). Let S = {w1,w2, . . . ,wk}
be an ordered set of vertices from V and v ∈ V . The metric coordinates of the vertex v with respect to S is
defined as (d(v,w1),d(v,w2), . . . ,d(v,wk)) and denoted as r(v,S). The set S is called resolving set if for arbitrary
u,v ∈V where u �= v it holds r(u,S) �= r(v,S). A resolving set with minimal cardinality is called the metric basis
and its cardinality is called the metric dimension of a graph G. The metric dimension is denoted by β(G).

The edge metric dimension was introduced by Kelenc et al. in [6], where its relationship with metric
dimension is discussed. It was shown that resolving sets and edge resolving sets of a given graph G can
be the same, but they can differ in a general case. For w ∈ V and uv ∈ E the distance between w and uv is
defined as d(uv,w) = min{d(u,w),d(v,w)}. We say that vertex w edge resolves a pair of edges e, f ∈ E if
d(e,w) �= d( f ,w). Again, let S = {w1,w2, . . . ,wk} be an ordered set of vertices from V and v ∈V . The metric
coordinates of an edge e with respect to S is defined as (d(e,w1),d(e,w2), . . . ,d(e,wk)) and denoted as r(e,S).
The set S is called edge resolving set if for arbitrary e, f ∈ E where e �= f it holds r(e,S) �= r( f ,S). An edge
resolving set with minimal cardinality is called the edge metric basis and its cardinality is called the edge metric
dimension of a graph G. The edge metric dimension is denoted by βE .

The mixed metric dimension was introduced by Kelenc et al. in [7] and its properties were investigated in a
general case, as well as, for certain classes of graphs such as paths, cycles, trees, grids and complete bipartite
graphs. In the same article, the authors proved that computing mixed metric dimension is NP-hard in general
case. Next two papers give exact value for several other classes of graphs. Raza et al. in [8] investigated the
mixed metric dimension for prism, anti-prism and graph of convex polytopes Rn. Milivojević-Danas in [9],
provided the exact results for two other important well-known classes of graphs: flower snarks and wheels.

Let the set of items be V ∪E. The vertex v mixed resolves a pair of items a and b if d(a,v) �= d(b,v). The
mixed metric coordinates of the item a with respect to an ordered set of vertices S is defined as (d(a,w1),d(a,w2),
. . . ,d(a,wk)) and denoted as r(a,S). The set S is called mixed resolving set if for arbitrary items a and b where
a �= b it holds r(a,S) �= r(b,S). A mixed resolving set with minimal cardinality is called the mixed metric basis
and its cardinality is called the mixed metric dimension of a graph G. The mixed metric dimension is denoted
by βM(G).

Next it will be presented some theoretical properties of mixed metric dimension known in literature, which
is used in the next section.

� Theorem 1. ([7]) Let G be any graph of order n. Then βM(G) = 2 if and only if G is a path.



Figure 1 Complete split graph K∗
4,3

� Definition 2. ([7]) Let v be a vertex of a graph G. A vertex u ∈ N(v) is said to be a maximal neighbour of the
vertex v, if all neighbours of v (including v) are also in the closed neighbourhood of u.

� Theorem 3. ([7]) Let G be a graph of order n. Then βM(G) = n if and only if every vertex of the graph G
has a maximal neighbour.

� Corollary 4. ([7]) For complete graph Kn, it holds βM(Kn) = n.

� Theorem 5. ([7]) For any tree T with l(T ) leaves, βM(T ) = l(T ).

2. Mixed metric dimension of complete split graphs

In this paper the mixed metric dimension of an arbitrary complete split graph will be discussed. The complete
split graph K∗

k,n−k = (V,E) has n vertices. Vertex set is V = {xi|1 ≤ i ≤ k}⋃{yi|1 ≤ i ≤ n− k} while edge set

is defined as E = {xix j|1 ≤ i < j ≤ k}⋃{xiy j|1 ≤ i ≤ k,1 ≤ j ≤ n− k}. It should be noted that complete split

graph K∗
k,n−k can be viewed as a join of a complete graph Kk and a graph without edges Kn−k. Throughout the

paper we will assume that V1 = {xi|1 ≤ i ≤ k} and V2 = {yi|1 ≤ i ≤ n− k}. In the Figure 1 the complete split
graph K∗

4,3 is presented.
It is easy to see, by a total enumeration that mixed metric dimension of the complete split graph K∗

4,3 is equal
to its order 7, i.e. V is mixed metric basis. All item metric coordinates are presented in Table 1:

By a total enumeration also it can be seen that β(K∗
4,3) = 5 and βE(K∗

4,3) = 6. One metric basis of K∗
4,3 is set

{x1,x2,x3,y1,y2}, while one edge metric basis is {x1,x2,x3,x4,y1,y2}.
In the Theorem 6 we will find and prove mixed metric dimension of any complete split graph K∗

k,n−k. It

should be noted that, not only for k = 4 and n−k = 3, but for all k ≥ 2∨(k = 1∧n = 2) mixed metric dimension
of any complete split graph K∗

k,n−k is equal to its order n.

� Theorem 6. βM(K∗
k,n−k) =

{
n−1, k = 1∧n ≥ 3

n, otherwise

Proof. First, it should be discussed several special situations:
k = 1∧n = 2. It is easy to see that K∗

1,1
∼= P2, so by Theorem 1 from [7], βM(K∗

1,1) = βM(P2) = 2;

k = 1∧n ≥ 3. Because K∗
1,n−1 is a tree with n−1 leaves, then by Theorem 5 from [7], βM(K∗

1,n−1) = n−1;

n− k = 1∧ k ≥ 2. Since K∗
n−1,1

∼= Kn, then by Corollary 4 from [7], βM(K∗
n−1,1) = βM(Kn) = n.

Now, we give a proof for a general situation when k ≥ 2 and n− k ≥ 2.
As |V |= n it holds that βM(K∗

k,n−k)≤ n. Therefore, it is sufficient to prove that all vertices must belong to a
mixed resolving set. Suppose the opposite, so that exists mixed resolving set S of graph K∗

k,n−k that holds S �=V ,

i.e. (∃u) u ∈V \S. Next, we have two cases:
Case 1. (∃u)(u ∈V1 ∧u /∈ S).

From k ≥ 2 it follows (∃w)(w �= u∧w ∈V1). It is easy to see that

(∀v ∈V1 \{u,w}) d(u,v) = d(w,v) = d(uw,v) = 1 (1)



Table 1: Item metric coordinates of K∗
4,3 with respect to V

Type Item Metric coordinates
vertex x1 (0, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

x2 (1, 0, 1, 1, 1, 1, 1)

x3 (1, 1, 0, 1, 1, 1, 1)

x4 (1, 1, 1, 0, 1, 1, 1)

y1 (1, 1, 1, 1, 0, 2, 2)

y2 (1, 1, 1, 1, 2, 0, 2)

y3 (1, 1, 1, 1, 2, 2, 0)

edge x1x2 (0, 0, 1, 1, 1, 1, 1)

x1x3 (0, 1, 0, 1, 1, 1, 1)

x1x4 (0, 1, 1, 0, 1, 1, 1)

x2x3 (1, 0, 0, 1, 1, 1, 1)

x2x4 (1, 0, 1, 0, 1, 1, 1)

x3x4 (1, 1, 0, 0, 1, 1, 1)

x1y1 (0, 1, 1, 1, 0, 1, 1)

x1y2 (0, 1, 1, 1, 1, 0, 1)

x1y3 (0, 1, 1, 1, 1, 1, 0)

x2y1 (1, 0, 1, 1, 0, 1, 1)

x2y2 (1, 0, 1, 1, 1, 0, 1)

x2y3 (1, 0, 1, 1, 1, 1, 0)

x3y1 (1, 1, 0, 1, 0, 1, 1)

x3y2 (1, 1, 0, 1, 1, 0, 1)

x3y3 (1, 1, 0, 1, 1, 1, 0)

x4y1 (1, 1, 1, 0, 0, 1, 1)

x4y2 (1, 1, 1, 0, 1, 0, 1)

x4y3 (1, 1, 1, 0, 1, 1, 0)

d(w,w) = d(uw,w) = 0

(∀v ∈V2) d(u,v) = d(w,v) = d(uw,v) = 1
(2)

Therefore, all metric coordinates, with respect to V \{u}, of vertex w is equal to ones of edge uw, i.e. r(w,V \
{u}) = r(uw,V \{u}). Since S ⊆V \{u}, then r(w,S) = r(uw,S), implying that S is not the mixed resolving
set.

Case 2. (∃u)(u ∈V2 ∧u /∈ S).
Let w be an arbitrary vertex from V1. Then, it is easy to see that

(∀v ∈V1 \{w}) d(u,v) = d(w,v) = d(uw,v) = 1

d(w,w) = d(uw,w) = 0

(∀v ∈V2 \{u}) d(u,v) = 2,d(w,v) = d(uw,v) = 1

(3)

Therefore, r(w,V \{u}) = r(uw,V \{u}). Again since S ⊆V \{u}, then r(w,S) = r(uw,S), implying that S is
not the mixed resolving set.

Since S is not mixed resolving set in all two cases, it is in contradiction with starting assumption, so
βM(K∗

k,n−k) = n for general situation when k ≥ 2∧n− k ≥ 2. Having in mind that special situations are proved
previously, the proof of theorem is completed. �

The proof presented above is a direct proof of a Theorem 6. It should be noted that proof of a general
situation in Theorem 6, can be also performed alternatively by Theorem 3 and analysis of maximal neighbours
in K∗

k,n−k, as they are defined in Definition 2.

3. CONCLUSIONS

In this paper the exact value of mixed metric dimension of the complete split graphs is stated and proved. For
all k ≥ 2∨ (k = 1∧n = 2) mixed metric dimension of each complete split graph K∗

k,n−k is equal to its order n. In
other cases, it is equal to n−1.



Future work could be directed to several areas. One of them is to find metric dimension and/or edge metric
dimension of complete split graphs. The other one could be to determine the exact value of mixed metric
dimension of some related graphs.
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Abstract: Coronaviruses are named for the crown-like spikes on their surface. Corona of graphs as a binary
operation was defined some fifty years ago. We define corona of graphs as a unary graph operation. Some
corona graphs look like coronaviruses. This is the case, for example, in coronas of graphs of regular polyhedra.
We study some properties of corona graphs in general and, in particular, of the icosahedron corona.

Keywords: coronavirus, corona of graphs, icosahedron corona, spectra of graphs

1. INTRODUCTION

Coronaviruses are named for the crown-like spikes on their surface (see Fig. 1).

Figure 1 : A coronavirus

The corona of graphs was defined in [6] as a binary operation on graphs.

Definition. Given two graphs G1, with vertices 1,2, ...,n and G2, the corona G1 ◦G2 of G1 and G2 is defined as
the graph obtained by taking n copies of G2 and for each vertex i of G1, introducing edges between vertex i and
each vertex of the i-copy of G2.

We shall remind the reader to some definitions from graph theory and from the theory of graph spectra.
A complete graph on n vertices is denoted by Kn. An edge is called pendant if it is incident to a vertex of

degree 1. A graph is regular if all vertices have the same degree. If they are of degree r, the graph is called
regular of degree r. A set of vertices in a graph is called an independence set if no edge connects vertices from
the set. The line graph of a graph is the graph whose vertices correspond to the edges of the starting graph and
two vertices are adjacent if the corresponding edges are incident. A graph is called planar if it can be imbeded
into a plane in such a way that two edges have a common point only if they have a common vertex.

Let G be a graph on n vertices (or of order n), and adjacency matrix A. The characteristic polynomial PG(A)
of A (equal to det(xI −A)) is also called the characteristic polynomial of G. The eigenvalues and the spectrum
of A (which consists of n eigenvalues) are called the eigenvalues and the spectrum of G, respectively. Since A is
real and symmetric, its eigenvalues are real. The eigenvalues of G (in non-increasing order) are usually denoted
by λ1,λ2, . . . ,λn. In particular, λ1, as the largest eigenvalue of G, will be called the spectral radius (or index) of
G. In a regular graph tje index is equal to the degree of the graph. For general information on spectra of graphs
see, for example, [3].

As well known, there are exactly five regular polyhedra. These are related toclassical Platonic solids: 1.
tetrahedron, 2. cube, 3. octahedron, 4. dodecahedron and 5. icosahedron (see Fig. 2). We shall consider the



Figure 2 : Five Platonic solids

corresponding graphs whose vertices and edges correspond to vertices and edges of the solids. These graphs
will be called regular polyhedral graphs.

The quoted regular polyhedral graphs have 4, 8, 6, 20 and 12 vertices respectively, and 6, 12, 12, 30 and 30
edges respectively. They are regular of degree 3, 3, 4, 3 and 5 respectively.

The tetrahedron is isomorphic to the complete graph K4, the cube is isomorphic to K2 +K2 +K2, where +
denotes the (Cartesian) sum of graphs (cf., e.g., [3], p. 65), while the octahedron is isomorphic to the line graph
of K4.

2. SPECTRA OF CORONA GRAPHS

The following theorem has been proved in [4].

Theorem 1. Let G be a graph on n vertices and let H be a regular graph of degree r on m vertices. Then

PG◦H(λ) = PG(λ− m
λ− r

)(PH(λ))n. (1)

The special case of this result for r = 0 was derived in [3], p. 60. In this case we have H = pK1 for a
non-negative integer p, i.e. H consists of p isolated vertices. Further, we have PH(λ) = λp and formula from
Theorem 1 is reduced to

PG◦H(λ) = λpnPG(λ− p
λ
), (2)

as given in [3], p. 60. These facts are explained also in [2], p. 50.

Theorem 1 has been repeated in [1] without mentioning [4]. On the other hand, the paper [1] does give some
new results on corona of graphs (for example, Laplacian spectra of these graphs).

Here we are specially interested in the case p = 1, i.e. H = K1. We shall now write G◦H = G′ and we get

PG′(λ) = λnPG(λ− 1

λ
). (3)

The graph G′ will be called the corona of graph G. Here corona is a unary graph operation.

If λ1,λ2, . . . ,λn are eigenvalues of G, then

PG′(λ) = (λ2 −λ1λ−1)(λ2 −λ2λ−1) · · ·(λ2 −λnλ−1). (4)

and eigenvalues of G′ are

1

2
(λi ±

√
λ2

i +4), i = 1,2, . . . ,n. (5)

Thus we have proved the following theorem.



Theorem 2. If λ �= 0 is an eigenvalue of the corona G′ of a graph G, then − 1
λ is also an eigenvalue. No

eigenvalue is equal to 0.

Let p+, p0 and p− be the number of eigenvalues of a graph which are greater, equal and smaller than 0,
respectively.

Corollary. For the corona of any graph we have p+ = p− and p0 = 0, i,e. the number of positive is equal to
the number of negative eigenvalues and no eigenvalue is equal to 0.

There is a well-known result in spectral graph theory (see [3], pp. 88-89) saying that the cardinality of any
independence set in a graph is at most equal to p0 +min(p−, p+). According to [5], the graphs for which the
cardinality of a maximal independence set is equal to p0 + p+ (p0 + p−) are called heliotropic (resp. geotropic)
plants.

Hence we have the following theorem.

Theorem 3. Corona graphs G′ are both heliotropic and geotropic plants.

Proof. If the graph G has n vertices, then for the corona graph G′ we have p0 +min(p−, p+) = n and an
independence set has at most n vertices. However, the unique maximal independence set has really n vertices
and it consists of the vertices of degree 1.

3. SPECTRA OF REGULAR POLYHEDRAL GRAPHS AND THEIR CORONAS

The corona G′ of a graph G is obtained from G by adding a pendant edge to each vertex of G. The pendant
edges resemble spikes in real coronaviruses so that such coronas can be imagined as some kind of “models” of
coronaviruses where the starting graph should represent the body of the virus. It is perhaps suitable to present
bodies of viruses as regular polyhedral graphs. Of course, such mathematical constructions have nothing to do
with real coronaviruses.

The spectra of regular polyhedral graphs are known and can be found in the book [3] (p. 308 for dodecahedron
and p. 310 for icosahedron). All these spectra are reproduced here. Multiplicities of eigenvalues are indicated
by superscripts.

tetrahedron 3,−13,
cube 3,12,−12,−3,
octahedron 4,03,−22,

dodecahedron 3,±√
5

3
,15,04,−24,

icosahedron 5,±√
5

3
,−15.

Eigenvalues of corresponding corona graphs can be found using formula (5). For example, positive
eigenvalues of the icosahedron corona graph read

1

2
(5+

√
29),

1

2
(3±

√
5)3,

1

2
(−1+

√
5)5. (6)

The icosahedron corona graph is presented in Fig. 3. by a characteristic subgraph. In fact, it is assumed here
that icosahedron is a solid and that the part behind the solid is not visible. Note that the icosahedron corona
graph has 24 vertices, 12 of them being of degree 1.

Remark. All five regular polyhedral graphs are planar. For example, a planar representation of the icosahedron
graph is given in Fig 4. (This representation appears on the front cover of the book [3] as suggested by my wife
Nevenka Cvetković).

4. CONCLUSION

Motivated by the actual situation with coronaviruses, we have defined the corona of graphs and studied its mathemati-
cal properties. We have derived spectra of these graphs and have proved that they are both heliotropic and geotropic
plants. Special attention is paid to coronas of regular polyhedral graphs with an emphasis on the icosahedron corona
graph.



Figure 3 : Icosahedron corona graph

Figure 4 : Icosahedron graph, planar presentation
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Rezime: Problem p-centra je ve  dugo predmet interesovanja operacionih istraživanja. Poznat je još od 
sredine prošlog veka, a u poslednjoj dekadi je predstavljeno i proširenje problema poznato kao problem p-
slede eg centra. Motiv za uvo enje problema p-slede eg centra je odgovor na eventualne otkaze centra bilo 
usled preoptere enja ili onesposobljenja. Postoji mali broj lanaka i algoritama koji se bave pomenutim 
problemom i stoga predstavljamo novi algoritam, baziran na Metodi promenljivih okolina, koji rešava p-
slede i centar problem. Predloženi algoritam je testiran na u liteturi ve  poznatom skupu test instanci i 
rezultati pokazuju da u vremenski prihvatljivom okviru vra a optimalno ili približno-optimalno rešenje 
problema. U pore enju sa postoje im algoritmima, pokazalo se da predloženi algoritam uspešno pronalazi 
najbolja poznata rešenja. 

Klju ne re i: Metod promenljivih okolina, Problem p-slede eg centra, Kombinatorna optimizacija 

Abstract: P-center problem has been the object of interest in the field of operational research for a long 
time. It has been well-known since the middle of the previous century. During the last decade, an extension 
of the problem, known as the p-next center problem, has been defined in order to handle unexpected 
incidents that can disable the centers. There are only a few papers and algorithms on the aforementioned 
problem and therefore we introduce a new algorithm for solving the p-next center problem based on the 
Variable Neighborhood Search meta-heuristic. The algorithm is able to return an optimal or at least near-
optimal solution in a reasonable amount of time, and compared to the other known algorithms it finds the 
state-of-the-art solutions. 

Keywords: Variable Neighborhood Search, P-Next Center, Combinatorial Optimization 
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BEE COLONY OPTIMIZATION FOR DECISION MAKING PROBLEMS
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Abstract: Artificial Intelligence (AI) is a modern field in computer science that involves automatic learning
processes. It usually means that computers are programmed to make some decisions based on the input
parameter values as well as on the previous experience. Decision making problems were usually not considered
as optimization problems, however, recent trends in merging optimization and AI changed that perspective.
Metaheuristics were successfully applied to many decision making problems, such as training of Artificial Neural
Networks, medical therapy determination, clustering, feature selection, and satisfiability problems. Several
recent papers, considering the application of Bee Colony Optimization (BCO) to the decision making problems,
are reviewed here with an emphasis on the author’s results.

Keywords: Artificial intelligence, Decision support systems, Optimization problems, Metaheuristics

1. INTRODUCTION

Many decision making problems can be formulated as packing, scheduling, clustering, location, etc. These are
the well-known optimization problems that can be described as follows. Let f : S →R be a real function defined
on the domain S and let X ⊆ S be a given set. An optimization problem is to find min f (x) under the constraint
x ∈ X . f (x) is called objective function. Domain S represents solution space, while X contains feasible solutions,
the ones that satisfy given constraint. Optimal solution or global optimum is any solution x∗ ∈ X such that
f (x∗)≤ f (x) for all x ∈ X . All other feasible solutions are called sub-optimal or approximate ones.

Some of the well-known decision problems that can be considered as optimization ones are:
Satisfiability problem (SAT, 3-SAT, MAX-SAT Reasoning under uncertainty, etc.). Applied in electronic
circuit design, hardware and software verification, fault detection, product manufacturing, air-traffic
control, cryptanalysis, bio-informatics, etc.
Clustering - grouping object into similar classes. Applications: medicine, marketing, traffic control,
document analysis, etc.
Location - determining the most appropriate places for some facilities. Applications: Emergency services
(ambulances, police offices, fire stations), hypermarkets, shopping malls, etc.
Scheduling - matching two or more entities in space and time. Applications: Multiprocessor systems,
aircraft crews, medical staff, production lines, etc.
Routing: ships along the coast, buses on lines, etc.
Allocation of resources to clients: clouds, berths in port to the incoming ships, power to machines, workers
to tasks, etc.

The usual optimization methods can be classified as exact, heuristic, approximation, or metaheuristic. Exact
methods are the ones that perform exhaustive search over X and find the optimal solution or prove that such a
solution does not exist. Having in mind that the optimization problems are usually NP-hard, the application of
exact methods is impractical. Heuristic methods are used to obtain sub-optimal solutions very fast. They are
usually constructive procedures that apply a priori knowledge about the considered problem. In most of the
cases, the quality of the obtained solution is impossible to estimate. However, for some problems there exists the
class of approximation algorithms, the heuristic methods with guarantied worst case relation between optimal
solution and the estimation proposed by the algorithm. Metaheuristics [30] are optimization frameworks (general
methods, recipes) to efficiently deal with NP-hard optimization problems. They are incomplete search methods,
however, usually provide high-quality solutions within reasonable execution time. Metaheuristics represent
iterative, stochastic algorithms that build or improve solutions until the stopping criterion is satisfied. One
can distinguish between single-solution or population-based metaheuristics as well as between mathematically
founded or nature-inspired methods.

Typical examples of metaheuristic methods are Simulated Annealing (SA), Genetic Algorithms (GA), Tabu
Search (TS), Variable Neighborhood Search (VNS), Scatter Search (SS), Greedy Randomized Adaptive Search
Procedures (GRASP), Differential Evolution (DE), Estimation of Distribution Algorithms (EDA), Ant Colony
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Optimization (ACO), Artificial Bee Colony (ABC), Artificial Immune Systems (AIS), Bee Colony Optimization
(BCO), Cooperative Coevolutionary Methods (CCM), Particle Swarm Optimization (PSO), and Memetic
Algorithms (MA), known as hybrids between single-solution and population-based methods. Hybridization of
two solution methods is very popular [3], especially for particulary hard problems, or in the case when solution
space is extremely large, or when the objective function cannot be expressed in the analytical form.

The main goal of this paper is to review the application of BCO to decision making problems. BCO is
a Swarm Intelligence (SI) metaheuristic method that was proposed by Lučić and Teodorović [24] and later
developed by many researchers all over the world [7]. There are two main variants of BCO, constructive BCO
(BCOc) and improvement-based BCO (BCOi) [7].

The paper is organized as follows. After the introduction, some of the well-known decision problems are
presented in Section 2. A brief survey of papers considering the application of BCO to these problems and
their specific variants is given in Section 3. The paper concludes with Section 4.

2. DECISION MAKING PROBLEMS

Here, the focus is to decision problems that can be formulated as satisfiability, clustering, location, and other
well-known NP-hard optimization problems. Some of them are presented in the reminder of this section.
Satisfiability problem. Boolean satisfiability in the propositional logic (referred to as SAT problem) is one of
the oldest decision problems. On the other hand, its significance and applicability ranges from integrated circuit
design or noise prediction in telecommunication networks to fault diagnosis and safety analysis in modern
systems of various kinds [25]. For a given propositional formula ϕ with n Boolean variables, SAT consists
of determining if there exists an valuation (assignment of true or false value to the variables) such that the
formula ϕ has value true. If such a valuation exists, the formula ϕ is called satisfiable. Otherwise, i.e., if
the formula ϕ has value false for all possible valuations, it is unsatisfiable. Formula ϕ is usually given in the
Conjunctive Normal Form (CNF) which means that it is represented by a conjunction of many disjunctions
(called clauses). In order to prove satisfiability of the formula ϕ, one should prove that all clauses have value
true. On the other hand, the clauses being disjunctions are true if at least one literal (Boolean variable or its
negation) evaluates as true. There are various version of SAT problem, the most famous being 3-SAT and
MAX-SAT. SAT is known as NP-hard optimization problem [10]. Therefore, exact solvers have to examine
2n (n being the number of propositional variables) possible valuations to prove that formula is not satisfiable.
For checking the satisfiability, the so called incomplete SAT solvers are widely used in the literature [17] and
metaheuristics represent significant class of such solvers. ACO for SAT problems was proposed in [32], while
in [4], TS, SS, GA and MA for MAX-SAT are studied. In [27] GA for the Probabilistic Satisfiability Problem
was developed, while in [21] VNS was proposed for the same problem.
Clustering problems. One of the most important tasks in decision making process reduces to clustering
problem [18]. It consists of grouping a set of m objects into K groups called clusters. Usually, K is a given
input parameter, however, sometimes it is also necessary to determine the most appropriate value for K. The
goal of clustering is to group together similar objects while at the same time different object are belonging to
distinct groups. Objects are represented as points in n-dimensional space with coordinates called attributes.
These attributes are defining various properties of each object. More precisely, an object o j, j = 1,2, . . . ,m is
represented by o j = (a1,a2, . . . ,an). Having in mind that clustering problem is known to be NP-hard [2], heuristic
approaches dominate in the relevant literature. From the recent literature ([20]), it can be concluded that the
nature-inspired methods (various evolutionary algorithms, GA, DE, ACO, PSO, ABC, AIS) are predominantly
used for data clustering. Methods based on local search, such as primal-dual VNS [16] and TS [29], are also
applied. An important feature of clustering is the definition of distance between objects [33]. The role of
distance is to measure their similarity (or dissimilarity). The distances-based clustering methods are very popular
due to their simplicity and applicability in many different cases. The special class of clustering problems include
handling of incomplete data. It is a very common case in real application that some values of the attributes
describing objects to be clustered are missing [12]. Most of the existing clustering algorithms assume that
the objects to be classified are completely described. Therefore, prior to their application the data should be
preprocessed in order to determine the values of missing data. Recently, some classification algorithms that
do not require to resolve the problem of missing data were proposed. They include Rough Set Models [35],
Bayesian Models [22] and Classifier Ensemble Models [34].
Feature selection. This problem consists of identifying and selecting a subset of relevant attributes (features),
reducing the dimensionality of data, and therefore, making data processing more efficient [11, 15]. Feature
selection problem can be described as follows: for a given original set A of n attributes, find a subset F consisting
of p the most relevant features where F ⊂ A and p � n. Relevancy for the subset of feature is defined by its



influence to the classification accuracy: the goal is to minimize p and losses in accuracy at the same time. Proper
solution to the feature selection problem enables discarding remaining (n− p) features and reducing the cost
of future data processing with respect to time and space (storage) requirements. The complexity of feature
selection problem is similar to the complexity of SAT: an exact selector should evaluate all subsets of features
(2n) and identify the best one. Heuristic approaches to feature selection problem usually involve computing the
relative contribution of each attribute to the corresponding processing result. In addition, the correlation index
between pairs of attributes is computed. Then attributes are ranked based on the relevance and non-correlated
the most influential p of them are selected. Although Artificial Neural Network (ANN) is the most frequently
used approach, in the recent literature, metaheuristics such as ABC, ACO, DE, GA, PSO can also be found [23].

The most remarkable example of combining metaheuristics and decision making is certainly the application
of metaheuristics to ANN training. In this problem, the goal is to find the most suitable values for weights
on synapses. To apply metaheuristics, weights are represented as a vector w and objective function is defined
as the Root Mean Square Error (RMSE) measured between the labels from the training set elements and the
outputs produced by ANN for a given w. Results obtained by the application of SA, TS, VNS, GRASP, EDA,
GA, ACO, CCM, and MA are summarized in book [1]. An interesting example of decision support system
designed to help researchers in graph theory is AutoGraphiX (AGX) [5]. The main purpose of AGX is to
search for extremal graphs, i.e., graphs minimizing or maximizing a certain graph invariant (or a function
of graph invariants). The properties of the generated extremal graphs are used to derive conjectures that can
possibly be proved automatically or by humans (researchers). The basic component of this package is the VNS
metaheuristic. Among numerous applications of AGX, an interesting one is described in [6] where spectral
graph theory was used for reconstruction of a graph with given spectrum and for testing graph isomorphism. It
would be interesting to extend results related to these two topics in the future research.

3. BEE COLONY OPTIMIZATION FOR DECISION MAKING

Dose planning in the treatment of thyroid cancer. One of the first papers applying BCO to decision making
problem is [31]. The BCOi metaheuristic combined with Case-Based Reasoning (CBR) is proposed for
radioiodine (I-131) dose planning in the treatment of thyroid cancer. Having historical records about previous
experience (considered as a kind of memory), CBR uses the premise that similar problems have similar solutions
and determines the solution for a new instance of the problem based on its similarity with already solved
instances from the memory. Therefore, this problem can be considered as supervised clustering. When a
physician makes the decision about the proper therapy, it takes into account various clinical parameters (such as
primary diagnosis, the patient’s age, the size of tumor, the existence of metastases, etc.). The BCOi proposed
in [31] is running in two phases: learning and testing. In the first phase, the weights (importance) of clinical
parameters are determined by analyzing patients that already underwent the treatment. During the second phase,
the proper dose is calculated for newly arrived patients. Actually, the subset of patients is used in the learning
phase, while the remaining ones are used for testing. In the learning phase, BCOi is implemented as described
in [31]. Solutions are represented by the values of weights for all clinical parameters. The initial solutions are
generated randomly, with the restrictions that all weights must be positive (or zero) and their sum for each bee
must be equal to one. The objective function to be minimized is represented by the difference between the doses
recommended by an artificial bee and the real dose (prescribed by the physician). Clearly, the goal is to make
this difference as small as possible. The solution transformation process consists of reducing or increasing a
randomly selected weight by 0.1. Obviously, in each forward pass, a pair of randomly chosen weights has to
be changed in order to preserve the condition that the sum of weights must be equal to one. When a stopping
condition is met, the learned weights are incorporated in CBR to determine radioiodine (I-131) dose for the
new patients. To each new patient, the suggested dose matches the one prescribed to the most similar among all
previously treated patients. The approach proposed in [31] is tested on data related to real patients treated in the
Department of Nuclear Medicine, Clinical Center Kragujevac, Serbia. Comparison results show large similarity
between real doses and the ones suggested by the implemented hybridization of BCOi and CBR.
BCOc for feature selection problem. The first application of BCOc to feature selection problem in classifi-
cation is proposed in [9]. The solution consists of features selected by the corresponding bee. Actually, it is
represented by a binary array of length n with 1 on position i indicating that feature ai is selected and 0 marking
that the corresponding feature should be discarded. In each forward pass, bee adds a pre-specified number of
randomly selected features to its current partial solution. Each solution is characterized by the fitness defined as
the percentage of correctly classified objects, i.e., the ratio between the number of correctly classified objects
and the total number of objects multiplied by 100. Loyalty decision in [9] is determined in the following way.
Only the bees that generated solutions with fitness value larger than some threshold r are supposed to be loyal.



After all fitness values are calculated, the average of the highest and the lowest fitness values is calculated and
denoted by A. In each backward pass, the value for r is selected randomly from the interval [A−1,A). The
recruitment of uncommitted bees is performed in standard way. An iteration of BCOc for feature selection is
completed when each bee visits all features and decides which ones are to be selected. The authors of [26]
proposed the modification of original BCOc for the feature selection problem. The main goal was to reduce
the influence of randomness when deciding on loyalty and recruitment. For that purpose, some heuristic rules
were introduced. The modified BCOc, called weighted BCOc (wBCO) uses weights during the backward pass
to increase the exploitation rate. Two types of weights are proposed for the loyalty decision: global weights
(measuring the popularity of given solutions in the current iteration) and local weights (indicating the potential
of selected solution for further search). In addition, during the recruitment phase the so called filtering stepwise
process (divided into two filtering steps) is used. The first filtering step is based on the similarity between the
solutions, while the second one relies on the solution quality. The authors claim that the proposed approach is
suitable for classification and regression type problems.
Clustering of incomplete data by BCOi. Clustering of incomplete data based on the p-median classification
model was considered in [8]. To avoid data imputation, a new distance function proposed in [14] was used. It is
based on Hamming distance and propositional logic formulae. This distance was incorporated into the BCOi
metaheuristic and evaluated on standard UCI machine learning repository. Solutions were represented by sets of
K cluster representatives, the so-called centers. They were actually real objects attracting the closest non-centers
according to the selected distance. To improve the efficiency of the proposed BCOi, a pre-processing phase was
performed enabling to transform each solution in the constant number of steps. The first initial population (in
the first BCOi iteration) was determined randomly. For the remaining iterations, only a half of the population
was determined randomly, while B/2 population members were assigned the global best solution obtained in
one of the previous iterations. During the forward pass, the solution transformation was performed by each
bee. The transformation was defined by replacing current centers with some randomly selected non-center
objects. At the beginning of iterations, the closest objects were replacing centers, while towards the end all
non-center objects were considered. It was possible to leave center unchanged by selecting 0 as an index of
the new non-center object. To determine the value of the objective function, each non-center object had to be
assigned to the cluster represented by the nearest center and the sum of distances between the objects and the
corresponding centers calculated. At the end of each forward pass, best solution held by bees was used to update
the global best solution. The backward pass was implemented in standard way [7]. Experimental evaluation
showed that the proposed BCOi on average performed better with respect to clustering accuracy than several
methods involving learning phases. The same problem was addressed by VNS in [13] and tested on a real-life
problem of clustering patients organizing in the database of autoimmune diseases from the Clinical Center of
Serbia.
BCOi for 3-SAT. 3-SAT problem is a special case of SAT where clauses of CNF consist only of 3 literals. In
[19] an incomplete 3-SAT solver based on BCOi metaheuristic was developed. The main characteristic of the
proposed BCOi is the lack of re-initialization of the solutions at the beginning of each iteration. The initial
population was determined only once, at the beginning of the first iteration. Later on, final solutions from the
previous iteration become initial solutions to the next one. Solution transformation was defined by flipping
values of binary variables. A new parameter NCT was introduced to determine the allowed number of flips
in one forward pass. Two types of transformations were explored: Random Walk type and Walk SAT type.
The first transformation takes randomly one of the unsatisfied clause and flips one of the three variables. Walk
SAT transformation is more sophisticated. For each variable x from an unsatisfied clause, first the break(x) is
determined as the number of clauses that depend on the current value of x. Then, a variable with minimal value
of break(x) is selected for flipping. The main goal in [19] was to perform fine tuning of all BCOi parameters,
and therefore, comparisons were performed only with Random Walk and Walk SAT algorithms (obtained by
setting B = 1 in BCOi). The obtained results show that BCOi is able to improve the performance of Random
Walk by several orders of magnitude. On the other hand, basic implementation of more sophisticate Walk SAT
rules in the BCOi algorithm provide solutions of similar quality as the stand alone Walk SAT solver.
Satisfiability Problem in Probabilistic Logic: BCOi approach. The satisfiability problem with approximate
conditional probabilities (CPSAT-ε) was considered in [28]. This problem can be transformed to a system
of linear inequalities over probabilities related to literals (atoms). The objective function was defined as the
measure of solution infeasibility, and the goal when solving linear system is to annulate its value to zero in
order to obtain an optimal solution. For the number of inequalities L and the number of variables n holds
L � n. If the considered formula can be satisfied, the solution of CPSAT-ε can be represented as an array
containing L+1 atoms x = [a1,a2, . . . ,aL+1], with assigned positive probability values p = [p1, p2, . . . , pL+1].
BCOi was proposed as the first metaheuristic approach to CPSAT-ε in [28]. At the beginning of each iteration,
the initial population was composed of B random solutions. Each solution was generated by randomly selecting



5(L+1) atoms with assigned initial probability equal to 1/(L+1). The corresponding grade of each atom
(its contribution to the satisfiability of inequalities) was calculated and (L+1) atoms with highest grade were
included in the initial solution. In order to transform the solutions, each bee was allowed to change the subset of
selected atoms or the probabilities of the existing atoms (or both). Within an iteration of BCOi, each solution
was transformed NC times in the following way. First the new L/5 atoms with assigned probabilities 1/(L+1)
were added to the current solution. After removing L+1 atoms with the lowest grade, the probabilities of all
atoms were recalculated in such a way that their sum equals 1. As a part of solution transformation process,
two heuristics known from the literature (worst unsatisfied projection and greedy giveaway) were applied to
reduce the infeasibility of the current solution. Within the first heuristic, the most unsatisfied five rows of the
linear system were "improved" by changing the probabilities. This procedure was repeated at most 5 times or as
long as the improvement occurs. Within the second heuristic the difference between the worst and the best row
was reduced by selecting a pair of atoms and changing their probabilities in such a way that the unsatisfiability
of the worst row is improved and (at the same time) the unsatisfiability of the best row slightly decreased.
The proposed approach was tested on standard benchmark examples of probabilistic formulae and it provided
solutions for all satisfiable ones within very short execution time.

4. CONCLUSION

The application of Bee Colony Optimization (BCO) metaheuristic to decision making problems, such as
satisfiability, clustering, and feature selection, was surveyed in this paper. The main goal was to promote
this simple but powerful Swarm Intelligence optimization method among wider population of researchers,
especially the ones working in Artificial Intelligence field. BCO has proven especially useful in the cases when
it is necessary to degrade the solution quality in order to further improve it. Therefore, some promising AI
applications may include decision making based on scheduling and graph-modeled problems.
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Rezime: U radu je predložen dvokriterijumski problem maksimalnog pokrivanja lokacija (engl. Maximal
covering location problem, MCLP) koji uključuje preferencije korisnika. Motivacija za uvod̄enje ovog problema
je nalaženje balansa izmed̄u potražnje pokrivenih korisnika i troškova uspostavljanja snabdevača na odabranim
lokacijama, pri čemu se favorizuje da se pokriveni korisnici snabdevaju od što poželjnijih snabdevača. Razma-
trane su dve funkcije cilja: prva predstavlja sumu pokrivene potražnje korisnika sa težinskim koeficijentima
odred̄enim na osnovu preferencija korisnika, dok drugu čini ukupna cena postavljanja snabdevača. Ideja je
da se korisnici sa većom potražnjom dodeljuju što poželjnijim snabdevačima, da bi se u budućnosti smanjila
verovatnoća njihovog preuzimanja od strane konkurencije. U cilju efikasnog nalaženja što većeg broja kvalitet-
nih rešenja, problem je rešavan primenom tri evolutivna algoritma za višekriterijumsku optimizaciju koji su
prilagod̄eni razmatranom problemu. Performanse algoritama su upored̄ene standardnim metrikama na skupu
modifikovanih MCLP test instanci iz literature.
Ključne reči: problem maksimalnog pokrivanja lokacija, preferencije korisnika, evolutivni algoritmi, višekrite-
rijumska optimizacija

Abstract: This paper introduces a variant of bi-objective maximal covering location problem (MCLP) with
customer preferences involved. The motivation behind is to find balance between covered demand of customers
and the costs of establishing facilities, while respecting the preferences of covered customers as much as possible.
Two objective functions are involved: the first objective maximizes the weighted sum of covered demands where
the weights are based on customer preferences, while the second objective minimizes the costs of establishing
facilities. The idea is to satisfy preferences of customers with larger demand as much as possible, so that
they would not be attracted by competitors. Three multi-objective evolutionary algorithms (MOEAs) from the
literature are adapted and used to efficiently find the set of high-quality solutions of the considered MCLP.
Performances of the three MOEAs are compared by using standard performance measures on the set of modified
MCLP instances.
Keywords: maximal covering location problem, customer preferences, evolutionary algorithms, multi-objective
optimization

1. UVOD

Problem maksimalnog pokrivanja lokacija (engl. Maximal Covering Location problem, MCLP) je klasični
NP-težak lokacijski problem, formulisan 1974. godine u [5]. U osnovnoj varijanti MCLP, polazi se od zadatog
skupa lokacija korisnika i skupa potencijalnih lokacija snabdevača, pri čemu se korisnik može snabdevati samo
od snabdevača koji su od njega udaljeni ne više od zadatog rastojanja (radijusa pokrivanja). Zadatak je odabrati
p lokacija za uspostavljanje snabdevača tako da se maksimizuje ukupna potražnja pokrivenih korisnika. MCLP
ima značajnu primenu u brojnim oblastima: u dizajnu telekomunikacijskih mreža (lokacija predajnika mobilne
telefonije, baznih stanica, kontrolera, antena), planiranju sistema hitnih službi, distributivnih mreža, itd.

U literaturi postoje razne varijante MCLP problema, koje su nastale uključivanjem dodatnih uslova iz
realnih situacija, kao što su fiksni troškovi za uspostavljane snabdevača na svakoj od lokacija, preferencije
korisnika, pretpostavke o različitim geometrijskim oblicima oblasti snabdevanja, koncept parcijalnog pokrivanja
korisnika, nepouzdanost ulaznih podataka, ograničenja kapaciteta snabdevača, razmatranje više perioda, itd.
Proširenja MCLP koje uključuju dve ili više funkcija cilja su takod̄e razmatrane u literaturi. Dvokriterijumski
MCLP koji istovremeno maksimizuje sumu zahteva pokrivenih korisnika i težinsku sumu rastojanja izmed̄u
nepokrivenih korisnika i njima najbližih uspostavljenih snabdevača predložen je u [6]. Karaskal i Silva [13] su
formulisali dvokriterijumski MCLP koji za ciljeve ima maksimizaciju potpuno ili parcijalno pokrivenih zahteva
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korisnika i minimizaciju maksimalnog rastojanja izmed̄u nepokrivenih korisnika i njima najbližih uspostavljenih
snabdevača. Varijante MCLP sa više funkcija cilja koje odslikavaju različite zahteve iz realnih situacija
(pokrivenost korisnika, vreme opsluživanja, tehničke, organizacone, socio-ekonomske, političke zahteve. itd)
predloženi su u [1, 3, 7, 19], itd. Pregled varijanti MCLP, primena i metoda za rešavanje može se naći u [11].

U ovom radu, razmatran je dvokriterijumski MCLP koji uključuje preferencije korisnika prema snabdevačima.
Pretpostavlja se da je zadat skup lokacija korisnika i skup potencijalnih lokacija za uspostavljanje snabdevača
(uslužnih centara). Za svakog korisnika poznat je njegov zahtev (u smislu neophodne količine robe ili usluge koju
potražuje), kao i poželjnost snabdevanja korisnika sa svake od potencijalnih lokacija snabdevača. preferencije
korisnika prema potencijalnim snabdevačima su korišćene u jednokriterijumskoj varijanti MCLP u [8]. Korisnik
se smatra pokrivenim ukoliko može zadovoljiti svoje zahteve od strane bar jednog uspostavljenog centra koji
se nalazi na rastojanju ne većem od unapred zadatog radijusa pokrivanja. Za svaku potencijalnu lokaciju
snabdevača poznati su fiksni troškovi za njegovo uspostavljanje. Neophodno je odabrati lokacije na kojima će
biti uspostavljeni snabdevači tako da se istovremeno maksimizuje težinska suma zahteva pokrivenih korisnika i
minimizuju troškovi uspostavljanja snabdevača. Težine kojima se množe zahtevi pokrivenih korisnika zavise od
preferencija korisnika tako da se favorizuje da korisnici sa većim zahtevima budu usluženi od što je moguće
poželjnijih snabdevača. Koliko nam je poznato, ova varijanta dvokriterijumskog MCLP nije do sada razmatrana
u literaturi. U cilju efikasnog rešavanja predloženog dvokriterijumskog MCLP sa preferencijama korisnika,
primenjen je evoltuivni pristup. Evolutivni algoritmi za višekriterijumsku optimizaciju (engl. Multi-objective
evolutionary algorithms, MOEAs) su se pokazali uspešnim pri rešavanju različitih varijanti višekriterijumskih
lokacijskih problema [4, 16, 17, 14], uključujući i višekrterijumski MCLP [13, 21].

Ostatak rada je organizovan na sledeći način. Matematička formulacija predloženog problema prezentovana
je u Sekciji 2. Opis predloženih evolutivnih algoritama za rešavanje dvokriterijumske varijante MCLP dat je u
Sekciji 3. Eksperimentalni rezultati i pored̄enja prikazani su u Sekciji 4. Sekcija 5 sadrži zaključke i moguće
pravce daljih istraživanja.

2. MATEMATIČKA FORMULACIJA PROBLEMA

Neka je J skup korisnika koji su predstavljeni svojim lokacijama, a I skup lokacija na kojima mogu biti
uspostavljeni uslužni centri (snabdevači). Neka je si j rastojanje izmed̄u lokacije korisnika j ∈ J i potencijalne
lokacije snadevača i ∈ I, pri čemu rastojanje može biti euklidsko rastojanje izmedju dve tačke u ravni, najkraći
put izmedju dva čvora grafa u mreži, troškovi ili neophodno vreme transporta izmedju dve lokacije (u zavisnosti
od realne situacije koja se posmatra). Poluprečnik pokrivanja r predstavlja maksimalno rastojanje izmed̄u
lokacije korisnika j i lokacije snabdevača i, koja dozvoljava da korisnik sa lokacije j bude opslužen od strane
snabdevača sa lokacije i. Korisnik se smatra pokrivenim ako postoji bar jedan uspostavljen snabdevač koji se od
njega nalazi na udaljenosti ne većoj od r. Pored toga, čuvaju se dva pomoćna skupa: I( j) je skup lokacija koje
mogu da pokriju korisnika j, a J(i) je skup svih korisnika koje može da pokrije lokacija i. Svakom korisniku
j ∈ J pridružen je pozitivan broj Dj koji označava količinu zahteva datog korisnika (broj jedinica količine robe,
obim usluge, količina protoka, itd). Svakoj potencijalnoj lokaciji i ∈ I pridružen je broj ci koji predstavlja cenu
uspostavljanja snabdevača. Preferencija korisnika j ∈ J prema lokaciji i∈ I je označena sa gi j ∈ (0,1]. Preciznije,
gi1 j > gi2 j znači da korisnik j radije bira i1 umesto i2. Skup I( j) je sortiran po preferencijama strogo opadajuće,
odnosno, za svakog korisnika j ∈ J, elementi i1, i2, ..., i|I( j)| skupa I( j) su takvi da važi gi1, j > gi1, j > ... > g|I( j)|, j.
Promenljiva yi, i ∈ I uzima vrednost 1 ako je na lokaciji i uspostavljen snabdevač, a 0 inače. Promenljiva xi j,
j ∈ J, i ∈ I ima vrednost jedan ako je korisnik na lokaciji j pokriven snabdevačem na lokaciji i, a nula inače.

Koristeći gore navedenu notaciju i prateći ideje iz [8, 21], predložena varijanta MCLP može se zapisati u
vidu celobrojnog linearnog programa:

max F1 = ∑
i∈I

∑
j∈J(i)

gi jD jxi j , min F2 = ∑
i∈I

ciyi (1)

2



pri ograničenjima

∑
i∈I( j)

xi j ≤ 1 ∀ j ∈ J , (2)

xi j ≤ yi ∀i ∈ I, j ∈ J(i) , (3)

|I( j)|
∑

s=k+1

xis, j + yik ≤ 1 ∀ j ∈ J,k ∈ {1, ..., |I( j)|−1} , (4)

yi ∈ {0,1} ∀i ∈ I , (5)

xi j ∈ {0,1} ∀i ∈ I, j ∈ J . (6)

Prva funkcija cilja F1 je težinska suma ukupne pokrivene potražnje, gde su težinski koeficijenti preferencije
korisnika. Uticaj potražnje pojedinačnog korisnika Dj u sumi F1 je veći što je preferencija ka dodeljenom
snabdevaču veća. Druga funkcija cilja F2 je minimizacija ukupnih troškova uspostavljanja snabdevača. Cilj
problema (1) je maksimizovati vrednost F1 i istovremeno minimizovati vrednost F2 pod sledećim uslovima.
Uslovi tipa (2) označavaju da svaki korisnik j ∈ J može biti dodeljen najviše jednom snabdevaču. Korisnik
j ∈ J može biti pokriven samo lokacijom na kojoj je uspostavljen snabdevač, što je garantovano uslovima (3).
Uslovi (4) obezbed̄uju da svaki korisnik bude dodeljen uspostavljenom snabdevaču koji mu najviše odgovara po
preferencijama. Promenljive xi j i yi, i ∈ I, j ∈ J su binarne, što je definisano uslovima tipa (5) i (6), respektivno.

Lokacija 1
Pref: 0.7
Cena: 4 Lokacija 2

Pref: 0.4
Cena: 1

Korisnik
D: 100

Slika 1 Ilustracija problema na jednostavnom primeru

Razmatrani dvokriterijumski MCLP je ilustrovan jednostavnim primerom na slici 1. Kvadrat označava
lokaciju korisnika koji u ovom slučaju ima potražnju 100 (jedinica količine neke robe ili usluge). Postoje dve
potencijalne lokacije za uspostavljanje snabdevača (lokacija 1 i lokacija 2) koje pokrivaju ovog korisnika u
smislu poluprečnika pokrivanja. Preferencija korisnika ka prvoj lokaciji je 0.7, a ka drugoj 0.4. Cena otvaranja
snabdevača na lokaciji 1 je 4, dok cena na lokaciji 2 iznosi 1 (u datim količinama novčanih jedinica, recimo u
milionima dinara). Ukoliko snabdevača postavimo na lokaciju 1, dobijamo rešenje sa vrednostima funkcija cilja
F1 = 70 i F2 = 4. Postavljanjem snabdevača na lokaciju 2 dobijamo F1 = 40, dok je F2 = 1. Ova dva rešenja
predstavljaju Pareto front za ovu jednostavnu instancu, što znači da ne postoji rešenje koje dominira nad njima.
Pareto front uključuje još i trivijalno rešenje gde snabdevači nisu postavljeni, a obe funkcije cilja imaju vrednost
0. Donosilac odluka može da bira jedno od ta dva rešenja u zavisnosti od toga da li mu je prioritet zadovoljenje
preferencija korisnika (i potražnje) ili smanjivanje troškova.

3. EVOLUTIVNI PRISTUP REŠAVANJU DVOKRITERIJUMSKOG MCLP

U cilju rešavanja predloženog dvokriterijumskog MCLP sa preferencijama korisnika, korišćena su tri poznata
evolutivna algoritma za višekriterijumsku optimzaciju:

NSGA-II, genetski algoritam zasnovan na brzom sortiranju ne-dominiranih rešenja (engl. Non-dominated
Sorting) sa elitizmom [9].
SPEA-II, unapred̄ena verzija SPEA algoritma (engl. Strength Pareto Evolutionary Algorithm) [20].
ε-MOEA, algoritam koji koristi koncept ε-dominirajuće arhive (engl. ε-dominance archive) u okviru
evolutivnih algoritama za višekriterijumsku optimizaciju. Algoritam efikasno vrši ažuriranje trenutne
populacije, kao i arhive pronad̄enih rešenja [10].

Sva tri MOEA algoritma imaju istu osnovnu strukturu:
1. Inicijalizacija populacije rešenja
2. Selekcija



3. Operatori varijacije (ukrštanje i mutacija)
4. Evaluacija novih rešenja
5. Ažuriranje trenutne populacije (i arhive rešenja).

Koraci 2-5 se iterativno ponavljaju sve dok se ne ispuni zadati kriterijum zaustavljanja. Svaki od MOEA
algoritama kao rezultat vraća skup svih ne-dominiranih rešenja koja su pronad̄ena u toku izvršavanja. Detaljan
opis NSGA-II, SPEA-II i ε-MOEA može se naći u originalnim radovima [9, 20, 10].

Implementacije NSGA-II, SPEA-II i ε-MOEA su prilagod̄ene karakteristikama predložene varijante dvo-
kriterijumskog MCLP. Kod sva tri MOEA, rešenje problema je predstavljeno kao binarni niz dužine |I|, gde
svaki bit odgovara jednoj potencijalnoj lokaciji. Ako bit na poziciji i u nizu ima vrednost 1, to implicira da je na
lokaciji i uspostavljen snabdevač i promenljiva yi uzima vrednost 1. U suprotnom, nema snabdevača na lokaciji
i i yi = 0. U cilju efikasne evaluacije rešenja, ulazni podaci se prvo dodatno obrad̄uju. Za svakog korisnika j,
čuva se potražnja Dj i lista potencijalnih lokacija koje ga pokrivaju I( j) zajedno sa pridruženim preferencijama
(težinama). Lista potencijalnih lokacija za svakog korisnika j se sortira opadajuće u odnosu na preferencije, tj.
vrednosti gi j, i ∈ I( j).

Sve tri MOEA implementacije koriste istu proceduru za evaluaciju rešenja. Ukupna potražnja sa preferenci-
jama kao težinskim koeficijentima se čuva u promenljivoj F1, koja odgovara vrednosti prve funkciji cilja. U
promenljivoj F2 koja se odnosi na vrednost druge funkcije cilja čuva se ukupna cena uspostavljanja snabdevača.
Ove dve promenljive imaju vrednost 0 na početku procedure eveluacije rešenja. Svaki korisnik j se dodeljuje
prvoj lokaciji iz liste sortiranih potencijalnih lokacija koja ima uspostavljenog snabdevača (ako takva lokacija
postoji). Ako takva lokacija i ∈ I( j) postoji, korisnik j se smatra pokrivenim i vrednost F1 se uvećava za
potražnju korisnika Dj pomnoženu sa preferencijom gi j. Ako ne postoji lokacija koja pokriva korisnika j
i ima uspostavljenog snabdevača, onda se korisnik j smatra nepokrivenim i vrednost promenljive F1 ostaje
nepromenjena. Na kraju, vrednost promenljive F2 se dobija sabiranjem cena lokacija na kojima su uspostavljeni
snabdevači. Procedura evaluacije rešenja prikazana je Algoritmom 1.

Algoritam 1 Evaluacija rešenja

Ulaz: skup korisnika J, skup lokacija I, rešenje y
Izlaz: F1, F2

1: F1 = 0,F2 = 0
2: for each korisnik j ∈ J do
3: for each lokacija i koja pokriva korisnika j do
4: if (yi = 1) then
5: F1 = F1 + gi j ·D j
6: break
7: for each lokacija i ∈ I do
8: if (yi = 1) then
9: F2 = F2 + ci

Inicijalna populacija rešenja je generisana na slučajan način kod sve tri MOEA implementacije. U toku
faze selekcije koristi se binarna turnirska selekcija. Jednopoziciono ukrštanje (engl. one-point crossover) se
koristi za kreiranje novih rešenja (potomaka) od dva rešenja (roditelja). Kao operator mutacije, primenjena je
prosta mutacija, koja sa izvesnom verovatnoćom invertuje slučajno izabrani bit (engl. bit flipping). Kriterijum
zaustavljanja je dostignut maksimalan broj evaluacija rešenja, koji je unapred zadat.

4. EKSPERIMENTALNI REZULTATI

Algoritmi NSGA-II, SPEA-II i ε-MOEA su implementirani u Java programskom jeziku, koristeći MOEA
framework [12]. Svi eksperimenti su izvršeni na računaru sa Intel Core i3-4170 @ 3.70GHz procesorom i
8GB RAM memorije. Evaluacija performansi sva tri MOEA algoritma izvršena je na skupu od 60 slučajno
generisanih MCLP instanci iz [8], koje su podeljene u 6 grupa od po 10 instanci iste veličine. Veličina instance
je odred̄ena brojem lokacija korisnika i brojem potencijalnih lokacija snabdevača: 225×25, 450×50, 675×75,
900×100, 1350×150, and 1800×200. Detaljan opis generisanja originalnih instanci dat je u [8]. Instance su
proširene cenama uspostavljanja snabdevača, gde za svaku potencijalnu lokaciju cena ima slučajnu vrednost iz
skupa {1,2,3,4}. Pored toga, originalne vrednosti preferencija su skalirane u interval (0,1].

Kako je pravi Pareto front nepoznat, referentni skup se dobija kombinacijom Pareto frontova svih algoritama
iz svih pokretanja. Za pored̄enje MOEA algoritama koristimo tri poznata indikatora performansi [15, 18]:

Hypervolume, HV - veličina prostora rešenja kojim dominiraju rešenja iz aproksimativnog skupa;
Inverted Generational Distance, IGD - prosečno rastojanje izmed̄u rešenja iz referentnog skupa do
najbližeg rešenja iz aproksimativnog skupa;



Additive Epsilon Indicator, EPS+ - najmanja vrednost za koju treba translirati aproksimativni skup kako
bi on dominirao nad referentnim skupom.

Kriterijum zaustavljanja je broj evaluacija rešenja koji je ograničen na 1 000 000 za sva tri MOEA algoritma.
Veličina populacije je postavljena na 100 rešenja, dok je verovatnoća ukrštanja 1, a verovatnoća mutacije 0.01
kod sva tri MOEA. Parametar k koji se koristi u okviru SPEA-II algoritma fiksiran je na 1, što znači da se
gustina računa u odnosu na najbliže susedno rešenje. Broj novih potomoka u svakoj iteraciji SPEA-II algoritma
je takod̄e postavljen na 100. Vrednost parametra ε koji se koristi u okviru kriterijuma za ε-dominirajuću arhivu
kod ε-MOEA algoritma je 0.01.

Svaki algoritam je pokretan 10 puta na svakoj instanci i rezultati su prikazani u tabeli 1:. Za svaku metriku
(HV, IGD, EPS+) prikazane su najmanja i najveća vrednost, kao i medijana na osnovu rezultata iz 10 pokretanja.
Vrednosti prikazane u tabeli predstavljaju proseke po svakoj grupi instanci. Na isti način prikazano je i vreme
potrebno za izvršavanje algoritama u koloni t(s).

Tabela 1: Rezultati i pored̄enja NSGA-II, SPEA-II i ε-MOEA

Grupa
NSGA-II SPEA-II ε-MOEA

HV IGD EPS+ t(s) HV IGD EPS+ t(s) HV IGD EPS+ t(s)
Min 0.940 0.000 0.000 12.48 0.940 0.000 0.000 79.94 0.931 0.002 0.003 10.95

225x25 Median 0.940 0.000 0.000 12.59 0.940 0.000 0.000 80.58 0.939 0.008 0.014 11.04

Max 0.940 0.000 0.000 12.67 0.940 0.000 0.000 81.39 0.940 0.014 0.032 11.23

Min 0.961 0.000 0.000 24.78 0.961 0.000 0.000 70.85 0.903 0.012 0.043 20.76

450x50 Median 0.961 0.000 0.000 24.90 0.961 0.000 0.000 71.42 0.920 0.015 0.062 21.02

Max 0.961 0.000 0.001 25.15 0.961 0.001 0.003 72.19 0.936 0.018 0.082 21.38

Min 0.961 0.000 0.000 36.99 0.961 0.000 0.000 80.52 0.888 0.014 0.058 32.01

675x75 Median 0.961 0.000 0.000 37.15 0.961 0.001 0.000 81.04 0.907 0.016 0.076 32.44

Max 0.961 0.000 0.001 37.66 0.961 0.003 0.002 81.51 0.923 0.019 0.098 32.89

Min 0.943 0.000 0.000 47.39 0.943 0.001 0.001 89.95 0.859 0.022 0.079 41.87

900x100 Median 0.943 0.000 0.001 47.65 0.943 0.004 0.002 90.37 0.877 0.026 0.099 42.43

Max 0.943 0.001 0.002 48.26 0.943 0.008 0.003 91.08 0.894 0.030 0.120 43.69

Min 0.946 0.000 0.001 71.70 0.946 0.005 0.002 113.73 0.835 0.038 0.108 62.33

1350x150 Median 0.947 0.001 0.002 72.28 0.946 0.010 0.003 114.29 0.853 0.044 0.128 63.36

Max 0.947 0.002 0.005 74.80 0.946 0.017 0.005 115.09 0.871 0.049 0.148 66.32

Min 0.939 0.001 0.002 93.35 0.938 0.006 0.004 134.95 0.803 0.053 0.143 82.40

1800x200 Median 0.940 0.002 0.004 94.19 0.939 0.010 0.006 135.59 0.820 0.059 0.161 83.53

Max 0.940 0.003 0.010 96.15 0.940 0.015 0.011 136.81 0.836 0.063 0.180 84.73

Na osnovu prikazanih rezultata, može se zaključiti da su algoritmi NSGA-II i SPEA-II pokazali bolje
performanse u odnosu na algoritma ε-MOEA. Ako posmatramo medijanu vrednosti indikatora iz 10 pokretanja
i prve dve grupe instanci, NSGA-II i SPEA-II imaju iste performanse po sva tri indikatora. Na trećoj grupi
(675×75) NSGA-II daje manju vrednost za IGD indikator, a na grupi instanci veličine 900×100 NSGA-II
je bolji po IGD i po EPS+ indikatorima. Na ovim grupama HV indikator je isti kao i kod SPEA-II algoritma.
Na najvećim grupama instanci, 1350×150 i 1800×200, NSGA-II daje najbolje vrednosti sva tri indikatora.
Pritom treba imati u vidu da je cilj povećati vrednost HV indikatora, a smanjiti vrednosti IGD i EPS+ indikatora,
tj. smanjiti rastojanje od referentnog skupa. Što se tiče vremena izvršavanja, SPEA-II algoritmu je potrebno
više vremena u odnosu na NSGA-II i ε-MOEA.

5. ZAKLJUČAK

U radu je predložena varijanta dvokriterijumskog problema maksimalnog pokrivanja lokacija (MCLP) sa
preferencijama korisnika, koji za cilj ima maksimizaciju težinske sume zahteva pokrivenih korisnika sa jedne
strane i minimizaciju troškova uspostavljanja snabdevača sa druge strane. Pošto su dve funkcije cilja problema
med̄usobno suprostavljene, postoji više rešenja, med̄u kojima se bira najbolje u zavisnosti od primene i prioriteta
onog ko odlučuje. Imajući u vidu da se evolutivni pristup pokazao uspešnim za rešavanje brojnih problema
višekriterijumske optimizacije, na razmatrani problem su primenjena tri evolutivna algoritma iz literature
(NSGA-II, SPEA-II i ε-MOEA) čije su implementacije prilagod̄ene datom problemu. Performanse ova tri
evolutivna algoritma su ispitane na modifikovanim MCLP instancama iz literature koje uključuju do 1800
lokacija korisnika i do 200 potencijalnih lokacija snabdevača. Kvalitet rešenja je upored̄en korišćenjem tri
indikatora performansi: HV, IGD i EPS+. Dobijeni eksperimentalni rezultati pokazuju da su sva tri evolutivna



algoritma pogodna za rešavanje predložene varijante dvokriterijumskog MCLP, jer daju rešenja dobrog kvaliteta
u odnosu na tri razmatrane metrike u kratkom vremenu izvršavaja. Neki od pravaca budućeg istraživanja su:
implementacija i primena drugih višekriterijumskih heurističkih metoda na predloženi problem, kao i proširenja
modela u smislu uvod̄enja novih funkcija cilja kako bi se bolje opisala realna situacija na tržistu.
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Rezime: Ovaj rad je posvećen ispitivanju performansi (meta)heurističkih metoda i njihovom med̄usobnom
pored̄enju. Poslednjih godina u velikom broju publikovanih radova u oblasti operacionih istraživanja su
implementirane preporuke o pravilnom sprovod̄enju eksperimenata radi utvrd̄ivanja efikasnosti predloženih
(meta)heurističkih metoda. Najveći uticaj došao je iz oblasti primenjene statistike i mašinskog učenja, te
danas imamo listu pravila koje istraživači treba da poštuju pre publikovanja radova. Istraživači su danas
suočeni sa rigoroznijom metodologijom rada, a eksperimentalni radovi su sve zahtevniji. Ovim radom želimo da
doprinesemo daljem usmeravanju pažnje na aktuelnosti iz oblasti eksperimentalne analize metaheurističkih
metoda.

Ključne reči: Stohastički algoritmi, metodologija istraživanja, statistika, planiranje eksperimenata

Abstract: The paper describes standard methodology for investigation of (meta)heuristic methods and their
comparisons. Recently, a large body of papers in OR has implemented some of the recommendations for valid
experimental analysis of presented (meta)heuristic methods. The largest influence comes from the applied
statistics and machine learning, thus, we are able to infer a list of rules which should be followed before
publishing. Researches are faced with rigorous requirements related to the experimental methodology. We aim
to point out the importance of comprehensive methodology and its implementation in the research work.

Keywords: Stochastic algorithms, research methodology, statistics, design of experiments.

1. UVOD

Tema ovog rada je pregled literature i uvod u sistematizaciju izvršavanja eksperimentalne analize performansi
metaheurističkih metoda i njihovog med̄usobnog pored̄enja (eng. benchmarking). Računarski eksperimenti
su postali neophodni kod istraživanja algoritama. Naime, izučavanje najgoreg i očekivanog slučaja u teoriji
složenosti izračunavanja nije dovoljno da se izvedu predikcije za različite klase problema, pa čak i različite
instance problema [Ognjanović and Krdžavac, 2004]. Moramo se suočiti sa time da je izučavanje formalnih
sistema često poželjno sprovoditi empirijskim (eksperimentalnim) putem [Hooker, 1994]. Zahvaljujući razvoju
različitih grana matematike i računarstva (pre svega mašinskom učenju), istraživači u oblasti operacionih
istraživanja imaju na raspolaganju bogatu literaturu o pravilnoj primeni strategija eksperimentalne analize
na (meta)heurističke (MH) metode. U novije vreme se od istraživača očekuje da opišu i razjasne strukture
predloženih implementacija metoda, počev od izabranih vrednosti parametara. Svaka konkretna implementacija
MH metode predstavlja jedan stohastički algoritam čiju efikasnost je potrebno utvrditi i uporediti sa nekim
drugim algoritmima.

Sve češće se susrećemo sa zahtevima za primenu metode planiranja eksperimenata (Design of Experiments-
DOE) [Montgomery, 2001]. Osnova ovog zahteva je da se konkretan stohastički algoritam, predložen za rešava-
nje odgovarajućeg problema optimizacije, ispita tako da se rezultati mogu reprodukovati na istom ili drugačijem
računarskom sistemu, od strane istih ili drugih istraživača. Implementacije MH metoda uglavnom zahtevaju
nameštanje većeg ili manjeg broja parametara radi što boljih perfomansi tokom izvršavanja. Nameštanje (tuning)
parametara dobijenog stohstičkog algoritma se može sprovesti raznim metodama, pri čemu su DOE postale
standard u literaturi.

Ciljeve eksperimentalne analize MH metoda možemo razvrstati u dve kategorije: (1) razumevanje implementi-
ranih algoritama i njihovih performansi, (2) pored̄enje sa implementacijama drugih MH metoda (benchmarking).
Pod razumevanjem se podrazumeva eksperimentalno izučavanje osetljivosti algoritma na izmene njegovih
modula ili vrednosti parametara (parameter tuning i sensitivity analysis). Metodologija ispitivanja je slična za
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obe kategorije, i zato ćemo se truditi da ukažemo i na njihove razlike. U ovom radu se fokusiramo na probleme
sa jednom funkcijom cilja, ali naša razmatranja se mogu iskoristiti kod višekriterijumske analize. Skrećemo
pažnju da kod metaheurstika pitanje o konvergenciji ka optimalnom rešenju nije suštinsko, već se odnosi na
trošenje računarskih resursa radi generisanja dovoljno dobrog (suboptimalnog) rešenja [Gutjahr, 2010].

Rad se sastoji od 5 odeljaka. Drugi odeljak daje pregled radova važnih za eksperimentalna izučavanja u
računarstvu. Odeljak 3 opisuje metodologiju rada i definicije relevatne kod prijavljivanja rezultata. Odeljak 4
sadrži istraživačke korake neopohodne pre publikovanja rada. Lista koraka data u literaturi je vrlo iscrpna i
potrudili smo se da apsolutnom početniku predočimo najnužnije stavke. Zaključne napomene date su u odeljku 5.

2. PREGLED LITERATURE

Istorijski gledano, heurističke metode optimizacije su predlagane da bi se što brže generisala dobra (subop-
timalna) rešenja postavljenog optimizacionog problema. Za NP-teške probleme uspešno su razvijene razne
MH metode. U neretkim slučajevima nije bilo bitno da li se rešenje može ponoviti, dok god je bilo "najbolje
izloženo u javnosti". Kao rezultat, istraživači su najčešće prijavljivali samo najbolje rešenje i vreme za koje
je ono generisano. Problem sa ovim pristupom je neponovljivost istog rezultata MH metodom, čak i na istom
računarskom sistemu. Takod̄e, u literaturi se predložena implementacija često opiše samo kroz listu glavnih
karakteristika, bez predstavljanja celog kôda. S obzirom na to da je ponašanje rezultujućeg algoritma stohastičko,
čak i kada je kôd javno dostupan pitanje je za koje seme (seed) je generisano dato rešenje.

U prethodnih 30 godina nekoliko istraživača pokušava da skrene pažnju na postojeće principe istraživanja
kod MH metoda. U nastavku izdvajamo njihove radove, kritike i predloge koji su doprineli sistematizaciji analize
MH metoda, predstavljanju rezultata, ispitivanju i pored̄enju njihovih performansi. Pregled je dat hronološki.

Počećemo od [McGeoch, 1987, McGeoch, 1996] koja je doprinela razvijanju oblasti, poznate danas kao
eksperimentalna algoritmika (eng. experimental algorithmics). Koncept ove discipline je da se ustanove i stan-
dardizuju statističke i eksperimentalne tehnike radi objektivne analize stohastičkih algoritama [McGeoch, 2012].
U [McGeoch, 1996] se ističe ispitivanje algoritama radi njihovog sveoubuhvatnog razumevanja. Poruka rada
je da analiza algoritma podrazumeva mnogo više od izbora adekvatne mere performansi ili pogodne klase
instanci problema. Naime, prvi korak je modeliranje ili simuliranje algoritma koji će se izvršavati u realnim
situacijama. Simulacija proističe kao posledica osetljivosti algoritma na karakteristike instanci problema, uticaj
strukture podataka na brzinu izvršavanja, izbor računarskog sistema itd. Već sada možemo da vidimo da je
eksperimentalna studija MH metoda zahtevnija od studije egzaktnih algoritama optimizacije.

U [Hooker, 1994] se naglašava važnost empirijske metododologije kod proučavanja MH metoda. Kao i
mnogi drugi, autor je prepoznao da analiza najgoreg i očekivanog slučaja nisu dovoljni da se predvidi kako će
se odgovarajući algoritam ponašati nad realnim test instancama. U radu se predlaže da se često zastupljeno
takmičarsko testiranje (eng. competitive testing), gde jedan algoritam pobed̄uje drugi generisanjem boljeg rešenja
za kraće vreme, zameni sa kontrolisanim eksperimentom (eng. controlled experiment). Zapravo, metodama
eksperimentalne algoritmike možemo da ukažemo na značajnu vezu izmed̄u performansi algoritma i odred̄enih
karakteristika problema. Med̄utim, karakteristike problema koje utiču na težinu rešavanja nisu lake za uočavanje.
Pored očiglednih razlika računarskih sistema, na negativne strane takmičarskog testiranja utiču i razlike u stilu
programiranja, nameštanju parametara i uloženom trudu.

Rad [Barr et al., 1995] je možda najuticajniji na temu eksperimentalne analize MH metoda. U radu su date
smernice za ispitivanje i prijavljivanje rezultata računarskih eksperimenata sprovedenih nad implementacijama
MH metoda. Uspostavljena je terminologija koju je usvojila šira naučna zajednica.

Kritički osvrt na eksperimentalno istraživanje u evolutivnom računarstvu (evolutionary computation, EC),
podjednako je primenljiv na sve MH metode dat je u radu [Eiben and Jelasity, 2002]. Autori analiziraju pored̄e-
nje implemetiranih stohastičkih algoritama na čitavim klasama problema i ističu značaj pravilnog izbora skupa
test instanci. Naime, klasa problema ne bi trebalo da je previše uopštena ili specifična. Opštost klase problema
mora da odgovara cilju istraživanja, odnosno, da omogući uočavanje i opisivanje razlika izmed̄u uporednih
algoritama ili varijanti jednog algoritma. Tako na primer, ukoliko istaknemo da je problem NP-težak, odrednica
je isuviše uopštena i nedostaju informacije o strukturi samog problema. Slično je ako navedemo da se bavimo
problemom raspored̄ivanja jer je ovo izuzetno široka klasa problema. Takod̄e, instance jedne klase problema
bi trebalo da se znatno razlikuju, ali da sadrže neku zajedničku karatkeristiku. Na ovaj način već možemo da
okarakterišemo kao kvalitetan algoritam onaj koji ne pokazuje značajno različito ponašanje na primerima unutar
razmatrane klase. U [Eiben and Jelasity, 2002] autori predlažu da se kod nameštanja parametara algoritma
koristi pristup sličan kao kod mašinskog učenja. Naime, da bismo generisali povoljnu konfiguraciju parametara
razmatranog algoritma, iz klase problema C izaberemo skup instanci za treniranje. Da bismo uporedili različite
algoritme koristi se skup za testiranje. U radu možemo da nad̄emo i vrlo korisnu diskusiju oko uticaja ciljeva



istraživanja na izbor mere perfomansi MH metode. Naime, često u praksi imamo jedan od dva scenarija: 1. dato
je dovoljno vremena da ponovimo izvršavanja (dane ili nedelje) ali nas interesuje najbolje rešenje, 2. možemo
algoritam da izvršimo samo jednom.U prvom slučaju performanse algoritma procenjujemo upotrebom najboljih
rešenja generisanih za predefinisano vreme ili broj evaluacija. Med̄utim, ukoliko nam je potreban algoritam koji
ćemo u praksi pustiti jednom, preporučljivo je upotrebiti srednji kvalitet rešenja. Zato je interesantno da, dok se
prvi scenario češće dešava u praksi, istraživači češće prijavljuju aritmetičku sredinu. Med̄utim, skrećemo pažnju
da kod nameštanja parametara algoritma imamo daleko veći izbor za mere performansi.

U radu [Czarn et al., 2004] autori su identifikovali tri bitne faze kod izvod̄enja empirijske analize GA:
kontrolisanje slučajnog semena (eng. blocking for seed), odred̄ivanje snage testa (eng. calculating power) i
analiza krive rezultata. Predložene faze su nezavisne od GA strukture i lako se izvode za sve tipove MH metoda.
Zaključak rada je snažna preporuka za primenu statistike kod razumevanja prirode parametara MH metode i
njihovih interakcija, pre svega izmed̄u karakteristika instanci problema i kvaliteta rezultata. Zbog bogatstva
literature i nedostatka prostora, pregled završavamo ovde, a zainteresovane čitaoce upućujemo na noviju
literaturu [Eiben and Smit, 2011, Kendall et al., 2016, Beiranvand et al., 2017, Bartz-Beielstein et al., 2020].

3. DEFINICIJE I METODOLOGIJA

Kod računarskog testiranja algoritma, eksperiment se sastoji od rešavanja niza instanci problema (primera)
pod kontrolisanim uslovima. Faktori su bilo koje promenljive koje možemo kontrolisati, a koje utiču na ishod
eksperimenta. Kod MH metoda, to su izbor problema, implementacija, računarsko okruženje, izbor mere
perfomansi, izbor parametara i prijavljivanje rezultata. Svaki od ovih faktora može da ima značajan uticaj na
ishod eksperimenta. Zbog toga je bitno da se uspostavi što objektivniji način analize, što je omogućeno ukoliko
se koristi planiranje eksperimenata.

MH metode su popularne kao alat koji brzo generiše rešenja visokog kvaliteta. Njihova prednost je mogućnost
primene na različite klase problema. Zato je važno da se prilikom eksperimentalne analize pokažu osobine kao
što su: preciznost, jednostavnost, inovativnost, brzina, robusnost i uopštenitost [Barr et al., 1995]. U novijoj
literaturi sve je više radova o izučavanju različitih aspekata performansi implementacija ponud̄ene ili postojeće
MH metode. Ovo je nastalo kao posledica loše prakse gde se za pored̄enje koristi isključivo jedna mera
performansi, kao što je najbolje rešenje (eng. best solution, xb), najgore rešenje (eng. worst solution, xw), ili
usrednjeno rešenje (eng. average solution, x̄). Med̄utim, postoje i drugi parametri koji su podjednako bitni da
bismo ustanovili objektivan prikaz implementacije neke metode ili izvršili fer pored̄enje. Iz literature izdvajamo
tri bitna pitanja:

Izbor mere performansi,
Izbor i opis problema i instanci problema,
Ispitivanje metode i njenih implementacija.

Ova tri pitanja su med̄usobno povezana tokom naše analize. Kod ispitivanja rezultujućeg algoritma, jednostavnost
i preciznost su prioritet [McGeoch, 2012]. Krajnji cilj je razviti algoritam koji će efikasno rešavati instance
jedne klase problema, što nas upućuje na njihov pravilan izbor, kao i izbor parametara, pa time i na odgovarajuće
mere performansi. Takod̄e je važno da instance problema budu reprezentativne za svoju klasu problema,
kako bismo osnažili jačinu naših argumenata. Drugi važan cilj je robustnost algoritma, pri čemu mislimo
na što manju varijabilnost rezultata izazvanu promenama: vrednosti za seme, parametara i izbora instance
problema [Eiben and Smit, 2011]. Ukoliko algoritam pokazuje veliku varijabilnost za različite vrednosti semena,
onda je preporučljivo korigovati odgovarajuće segmente kôda.

Mere performansi svrstavaju se u dve grupe, one koje utiču na efektivnost i na efikasnost algoritma
[Jakšić Krüger, 2017]. Pod efektivnošću se podrazumeva sakupljanje podataka o kvalitetu rešenja u zada-
tim vremenskim okvirima (ili za maksimalni broj evaluacija). U tom slučaju se opisu performansi algoritma
pridodaje statistika kao što su mera centralne tendencije i varijabiliteta. Poznate mere efektivnosti su aritmetička
sredina i standardna devijacija, odnosno, medijana i razmak varijacije.

Ukoliko želimo da saznamo koliko je vremena ili iteracija potrebno da algoritam pronad̄e neko unapred
zadato (sub)optimalno rešenje, tada izučavamo njegovu efikasnost. Mera efikasnosti koja se najčešće koristi
je dužina rada (eng. run-length). Ona predstavlja dužinu izvršavanja, mereno vremenom ili brojem diskretnih
koraka (kao što su iteracija ili evaluacija), potrebnog da se generiše rešenje jednako ili kvalitetnije od nekog
unapred zadatog rešenja [Hoos and Stützle, 2007]. Med̄utim, analiza dužinom rada nije uvek moguća. Naime,
ukoliko je problem takav da algoritam ne može da ispuni dato ograničenje onda je preporučljivo koristi mere
centralne tedencije [Eiben and Jelasity, 2002]. U tom slučaju se preporučuje statistička deskriptivna analiza,
odnosno, pored vrednosti funkcije cilja za xb, xw i x̄, koriste se grafički prikazi kao što su box-plot, histogram ili
kriva rezultata. Za to nam mogu pomoći gotovi softverski paketi za analizu podataka (R, SPSS, Excel).



Analiza performansi algoritamske implementacije MH metode se može vršiti na dva načina, grafički
i statistički. Grafička analiza se oslanja na vizualne prikaze kojima dobijenu reprezentativnu vrednost (ili
krivu) možemo uporediti sa drugom da bi se ustanovila dominacija jedne implementacije u odnosu na dru-
gu [Hoos and Stützle, 2007]. Statistička analiza uglavnom podrazumeva primenu nekog statističkog testa (para-
metarskog ili neparametarskog) nad uzorcima dobijenim izvršavanjima odgovarajućeg algoritma za različita
semena [Bartz-Beielstein et al., 2020]. Ukoliko ti uzorci imaju Gausovu raspodelu, primenjuju se parametarski
testovi, u suprotnom treba koristiti neparametarske. Pravilan izbor statističkog testa zavisi i od veličine uzoraka,
zavisnosti izmed̄u podataka, tipa podataka, itd. Vizualizacija rezultata se može iskoristiti i da bi se utvrdilo da li
važi normalna raspodela rezultata izvršavanja, što pomaže prilikom izbora pravilnog statističkog testa. Literatura
je danas bogata radovima o automatizaciji nameštanja parametara. Izdvojićemo PARAMILS, F-Race (irace), SPO
i SMAC kao gotova softverska rešenja koja se često primenjuju [Eiben and Smit, 2011].

Iste mere se mogu primeniti i prilikom pored̄enja implementacija više različitih metoda, ali se tada može poja-
viti problem različitih računarskih sistema, nedostajanja adekvatnih podataka za pored̄enje, itd. Prema savetima
iz eksperimentalne algoritmike, pored̄enja bi trebalo izvršavati na istom računarskom sistemu [McGeoch, 2012].
U najgorem slučaju, ukoliko nije moguće reprodukovati program, očekuje se pored̄enje sa nekom od standardnih
tehnika kao što su greedy search ili local search [Barr et al., 1995]. Prilikom implementacije MH metoda postoji
više stvari o kojima moramo voditi računa. Počnimo od primedbe da razni implementacioni trikovi mogu da utiču
na performanse više nego same algoritamske modifikacije [McGeoch, 1996]. Zapravo, govorimo o odred̄enim
nivoima specifikacije neke metode (eng. instantiation). Na primer, VNS metoda je minimalno specificiran
algoritam, te mnogi detalji mogu uticati na performanse implementacije, npr. tipovi struktura podataka. Zato se
preporučuje da se, kad god je to moguće, kôd učini javno dostupnim ili navede što više specifikacija.

Osobine koje analiza nekog stohastičkog algoritma mora da zadovolji su postojanost, ponovljivost i re-
producibilnost izvršavanja [Bartz-Beielstein et al., 2020]. Sve tri reči na srpskom su sinonimi, ali ćemo ih
iskoristiti radi uvod̄enja tri važna koncepta istraživanja. Ovi izrazi su izvedeni od engleskih izraza repeatabi-
lity, replicability i reproducibility i predstavila ih je ACM zajednica (Association for Computing Machinery)
(https://www.acm.org/publications/policies/artifact-review-badging). Postojanost rezultata kod
izvršavanja algoritma podrazumeva smernicu "isti tim, isto eksperimentalno okruženje". Pod ovim smatramo da
istraživač može uvek da generiše identične rezultate i zaključke svog istraživanja, pod uslovom da koristi jedan
računarski sistem. Ukoliko drugi istraživač može da ponovi rezultate i zaključke na istom računarskom sistemu,
to nazivamo ponovljivošću. Konačno, cilj svakog istraživanja i opisa rezultata je da bilo ko može da proizvede
identične rezultate potpuno nezavisno od računarskog okruženja. Ovo nazivamo reproducibilnost, a naziv je
rezervisan za najopštiju grupu ciljeva istraživanja jer je dugo u upotrebi.

4. PLANIRANJE EKSPERIMENATA KOD MH METODA

U ovom odeljku želimo da iznesemo nekoliko predloga za objektivno istraživanje implementacija MH metoda
sažetih u diagramu predstavljenom na Sl. 1. Da bismo pristupili eksperimentalnoj analizi, od izuzetnog je značaja
uspostaviti pravilne ciljeve ispitivanja, a ovo je praktičnije formulisati kao istraživačko pitanje. Napominjemo
da se ovde ne bavimo početnim fazama dizajniranja programa, već isključivo kasnijim, odnosno, jednom kada
smo kompletirali program, šta je sledeće?

Istraživači koji zagovaraju kontrolisane eksperimente smatraju da je potrebno uložiti neko vreme u analizu
instanci problema. Izbor instanci problema i njihovo analiziranje često je subjektivno. Kada smo u mogućnosti da
se opredelimo za neki skup instanci problema, važno je raditi sa primerima čije su težine raznovrsne, a optimalno
(najbolje poznato) rešenje dato [Beiranvand et al., 2017]. U [Bartz-Beielstein et al., 2020] je predloženo kako
najbolje proceniti kvalitet skupa instanci problema.

Početna faza istraživanja je često pilot studija. Ne znajući sa čime se susreću i sa željom da sakupe što više
podataka istraživači koriste ili ceo tok istraživanja opisan na Sl. 1 ili nisu toliko restriktivni. Naime, ukoliko
primetimo veliku varijabilnost u kvalitetu rešenja za jednu klasu problema, poželjno je utvrditi da li i koje
karakteritike kod instanci problema dovode do ovakih rezultata. Cilj je grupisati one instance problema koje su
iste težine za posmatrani algoritam.

Uglavnom se podrazumeva da se ispitivanje parametara i pored̄enje različitih varijanti implementacije
MH metode, vrši na istom računarskom sistemu, te da sve procese možemo da kontrolišemo. Na taj način
smo u mogućnosti da kontrolišemo najvažnijih faktor koji podstiče nasumičnost kod rezultujućih algoritama:
seme generatora slučajnih brojeva. Ovaj parametar iziskuje da njegovom promenom ne možemo predvideti
ishod izvršavanja. Kod eksperimentalne statističke analize, seme predstavlja smetnju (eng. nuisance) jer nije
tema eksperimenta [Montgomery, 2001, Czarn et al., 2004]. Zato je prihvatljivo da ga kontrolišemo kako bi-
smo doprineli postojanosti pa i reproducibilnosti rezultata [Jakšić Krüger, 2017]. U [Rardin and Uzsoy, 2001]



Cilj istraživanja
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Slika 1 Opis toka eksperimentalne analize implementacije MH metoda.

autori preporučuju da algoritme koje poredimo izvršimo nad istim skupom instanci bez obzira na preporuke
eksperimentalne statistike da se sve što se ne kontroliše eksplicitno bira nasumice.

U drugoj fazi istraživanja potrebno je izvršiti planiranje eksperimenta (Sl. 1). Izbor mere perfomansi
se oslanja na istraživačka pitanja. Na primer [Beiranvand et al., 2017], da li nam je važnije da algoritam
rešava svaku instancu problema ili želimo najbolje srednje vreme rada? Kroz fazu nameštanja parametara
moramo da prod̄emo i kada vršimo analizu implementacije jedne MH metode i kada poredimo različite
metode. Med̄utim, mera perfomansi i broj ponavljanja eksperimenta zavise od toga šta radimo. U slučaju da
nameštamo parametre, moguće je koristiti metode statističkog zaključivanja i broj ponavljanja mora biti bar
100 [Beiranvand et al., 2017]. Med̄utim, u slučaju da poredimo različite metode, primenjuju se mere efikasnosti,
a dovoljno je 20 ponavljanja. Ukoliko podaci dolaze sa različitih računarskih sistema, potrebno je izvršiti
odgovarajuće skaliranje.

U trećoj fazi pokušavamo da odgovorimo na postavljeno istraživačko pitanje. Grafički prikaz u ovoj fazi
istraživanja može da nam ukaže na moguću interakciju izmed̄u parametara metode ili na apsolutnu dominaciju
jedne metode nad drugom sa kojom se poredi (ukoliko to postoji). Jedan od načina da izbegnemo subjektivno
donošenje odluka je primena statistikičkih alata deskriptivne i statistike zaključivanja. Kod pored̄enja para
ili više uzoraka rezultata, cilj je da formulišemo nultu hipotezu H0 našeg istraživanja (npr. dve metode su
generisale identične srednje vrednosti). Ideja je da se izabranim statitističkim testom izneta hipoteza opovrgne,
pri čemu alternativna (H1) odražava naše očekivanje. Pre sprovod̄enja testa, potrebno je odrediti prag osetljivosti
α (najčešće ima vrednost 0.05) koji predstavlja gornju granicu za traženu p-vrednost datog statističkog testa.
Ukoliko je p < α, H0 može da se odbaci odnosno imamo dovoljno dokaza koji idu u prilog H1. U suprotnom,
nemamo dovoljno dokaza da odbacimo hipotezu H0. Za statistički značajno različite uzorke se predlaže post-hoc
analiza. Za višestruka pored̄enja ovo znači detekciju parova koji su proizveli malo p. Takod̄e, izuzetno je
bitno iskoristiti mere veličina efekta i interval pouzdanosti [Tenjović and Smederevac, 2011]. U tom slučaju
možemo se poslužiti Kohenovom tabelom da zaključimo da li su razlike male, srednje ili velike [Sheskin, 2004].
Preporučujemo upoznavanje sa novijim tumačenjem p-vrednosti u [Wasserstein and Lazar, 2016] jer se ustaljena
praksa prijavljivanja isključivo p-vrednosti promenila u literaturi [Benjamin and Berger, 2019].

Kod analize rezultata (Sl. 1), zaključci našeg istraživanja treba da daju odgovore na polazna istraživačka
pitanja, kao što je pronalaženje najbolje konfiguracije parametara ili identifikacija metode sa najboljim per-
formansama. Med̄utim, sa stanovišta reproducibilnosti važno je da u radovima iznosimo što više informacija
o sprovedenim eksperimentima sa ciljem postojanosti naših tvrdnji i rezultata. Takod̄e, o nekim pitanjima ne
razmišljamo a u stvari su vrlo bitna da se utvrdi robustnost metode. Na primer, želimo da istaknemo performanse
metode kao funkciju promene dimenzije problema.

5. ZAKLJUČAK

U radu smo analizirali korake sa kojima bi, po našem mišljenju, trebalo da se najčešće susrećemo prilikom
razvoja MH metoda za rešavanja optimizacionih problema. Najčešća zamerka kod starih radova je nedovršen
dokaz za dominantnost jedne metode nad drugom, kao i nedovoljno obrazložen kvalitet izabranih vrednosti
parametara metode. Pod kvalitetnim vrednostima parametara metode podrazumevamo one vrednosti koje će, u
srednjem, generisati dobra rešenja za različite instance razmatranog problema. S druge strane, kada se poredimo
sa drugom metodom, ovde nije nužno upotrebiti veliki broj instanci. Naprotiv, često se (meta)heuristike porede



na industrijskim, odnosno, realnim primerima. Znači, vidimo da uopšten skup pravila kod eksperimentalne
analize nije jednostavan i sveobuhvatan, te zato u literaturi imamo često opisane standarde za različite slučajeve.
Naravno, postoje mnogi scenariji koje nismo pokrili. Smatramo da je pitanje sistematizacije eksperimentalne
analize MH metoda još uvek otvoreno i da predstavlja plodno istraživačko polje za budući rad.

Napomena. Ovaj rad je finansiran od strane Ministarstva prosvete, nauke i tehnološkog razvoja Republike
Srbije preko Matematičkog instituta SANU.
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Rezime: Poslovna inteligencija predstavlja kombinaciju tehnologija, strategija, alata koje kompanije koriste 
za analizu poslovnih podataka kako bi na što efikasniji na in donosile poslovne odluke. Na in funkcionisanja 
ove tehnologije se vremenom razvijao u skladu sa potrebama tržišta. Postoje dva nivoa razvoja poslovne 
inteligencije: tradicionalni i samouslužni (self-service). Autor rada e na osnovu pregleda stru ne literature 
pokušati da odgovori na pitanje da li postoji razlika u arhitekturi izme u prethodna dva navedena nivoa 
razvoja ove tehnologije. Odgovori e biti obrazloženi kroz uporedni prikaz na ina funkcionisanja 
tradicionalne i samouslužne poslovne inteligencije. Kompanije da bi opstale na tržištu u vreme nestabilne 
globalne ekonomije koriste mogu nosti poslovne inteligencije kao i sve benefite koje ona donosi. 

Klju ne re i: poslovna inteligencija, arhitektura poslovne inteligencije, obrada podataka, analiza podataka 

Abstract: Business intelligence present a combination of technologies, strategies, tools that companies use to 
analyse business data to make business decisions as efficiently as possible. The way these technology works 
has evolved in line with market needs. There are two levels of business intelligence development: traditional 
and self-service. Based on a review of the professional literature, the author will try to answer the question of 
whether there is a difference in architecture between the previous two levels of development of this technology. 
The answers will be explained through a comparative presentation of the way traditional and self-service 
business intelligence works. To survive in an unstable global economy, companies use the capabilities of 
business intelligence as well as all the benefits it brings. 

Keywords: business intelligence, business intelligence architecture, data processing, data analysis  
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Rezime: U ovom radu primenjena je tehnika proširivanja piksela originalne digitalne slike blokom subpiksela 
koji e u odre enim slojevima predstavljati originalni piksel. Preklapanjem slojeva na mestu prijema, bez 
upotrebe bilo kakvog kriptološkog algoritma, primalac može o itati podatke o registarskoj oznaci vozila. 
Pojedina ni slojevi (share images) ne nose nikakvu korisnu informaciju za eventualnog napada a, a jedino se 
preklapanjem generisanih slojeva na odgovaraju i na in, može do i do poruke. U radu je, u cilju 
jednostavnosti, a bez gubitka opštosti, analiziran slu aj predstavljanja originalne slike pomo u dva sloja, ali 
bi se algoritam jednostavno mogao proširiti i prilagoditi generisanju ve eg broja slojeva. Prvi sloj sadrži 
slu ajno generisane proširene vrednosti piksela i ta slika predstavlja klju , dok izbor proširenog bloka 
subpiksela u drugom sloju obezbe uje da se preklapanjem dobije korisna informacija. S obzirom da su 
vrednosti kojima su predstavljeni pikseli na prvom sloju slu ajno generisani, ova tehnika se može posmatrati 
kao jedna varijanta One-time-pad šifrovanja, koje ima dobre sigurnosne karakteristike. Algoritam je 
realizovan u MATLAB programskom okruženju, a na digitalnim slikama vozila u krugu kompanije, utisnut je 
i vodeni žig, za koji je izabran logo kompanije, a koji tako e može biti registrovan prilikom primene ovog 
algoritma, u smislu provere autenti nosti podataka. 

Klju ne re i: Vizuelna kriptografija, transparentni slojevi (share images), digitalna slika, vodeni žig. 

Abstract: This paper presents a visual cryptography scheme with a binary additive stream cipher in order to 
form the meaningless shares (share images or multiple layers) of original digital image, hiding some secret 
information. Each share image holds some information, but at the receiver side only when all of them are 
superimposed, the secret information is revealed by human vision without any complex computation. Proposed 
algorithm for generating shares is applied in MATLAB programming environment, using MATLAB built-in 
functions to create sequences of pseudorandom numbers or streams, which are used to make share images of 
original digital image. The input image is first converted into a binary image, shares are generated using pixel 
expansion scheme, and after that are sent to the receiver. At the received side, the shares could be printed in 
separate transparent sheets and overlapped in order to reveal the secret image, with some loss in contrast 
when compared to the original image. An algorithm is applied to car number plate digital images with 
watermark. Digital image watermarking method is used to embed some data in a car number plate digital 
image in order to verify the credibility of the content or the identity of the owner. 

Keywords: Visual cryptography, share images, digital image, digital watermark. 
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Rezime: U vremenu kada broj platformi i operativnih sistema raste, nailazi se na teško e pri razvoju softvera 
i korisni kih interfejsa koji podržavaju iste. Ve ina rešenja koji se trenutno nude zna e eksplicitno ili 
implicitno odvajanje kôda i postavljanje aplikacija na klijentske ure aje, što donosi teško e pri održavanju, 
konfiguraciji pa i koriš enju takvih softverskih rešenja. U ovom radu je dat predlog centralizovanog 
softverskog rešenja, koji se oslanja na postoje i HTTP protokol i postoje e pretraživa e kako bi eliminisali 
potrebu za kreiranje više izvršnih verzija iste aplikacije. 

Klju ne re i: korisni ki interfejs, kros-platform,strane generisane na serveru, SSR 

Abstract: During the expansion of platforms and operating systems, difficulties are emerging during the 
process of development of software and user interfaces that support them. Most of current solutions mean that 
there is explicit or implicit differentiation of code and deployment of applications on client devices, that further 
implies difficulties during maintenance period, configuration and even use of such software solutions. 
Suggestion of centralized software solution, is given in this paper that relies on current HTTP protocol and 
browsers and eliminates the need for creating multiple executable versions of the same application. 

Keywords: user-interface, cross-platform, server-side-rendering, SSR 
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Rezime: U ovom radu je predstavljena metoda mrežne analize kao alat za merenje intenziteta saradnje 
nauke i privrede (U-I saradnja). Imaju i u vidu složenost interakcije i razli itih vidova saradnje koja se 
dešava izme u univerziteta i privrede, u radu su sumirani i glavni oblici saradnje kao i indikatori za merenje 
saradnje nauke i privrede. Metoda mrežne analize predstavlja alat koji se koristi u cilju razumevanja 
sturkturnih karakteristika mreža znanja koje se formiraju izme u istraživa a sa univerziteta i privrede i 
predstavlja pogodan alat za analizu evolucije U-I saradnje.  

Klju ne re i: Saradnja nauke i privrede, nau na produktivnost, mrežna analiza. 

Abstract: This paper presents the network analysis as an tool for measuring the intensity of science-industry 
cooperation. Considering the complexity of interaction and different types of cooperation that take place 
between researchers from universities and industry, this paper summarizes the main forms of cooperation as 
well as indicators for measuring cooperation between science and the economy as well. The method of 
network analysis is an tool for understanding the structural features of knowledge networks that are formed 
between researchers from universities and industry and is a convenient tool for analyzing the evolution of U-
I collaboration. 

Keywords: Science-Industry Cooperation, Science Productivity, Network Analysis. 
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Rezime: Predmet istraživanja su indikatori odgovornog istraživanja i inovacija i mogu nost njihove primene 
u Srbiji. Glavni ciljevi rada su prezentovanje indikatora odgovornog istraživanja i inovacija razvijenih u 
okviru MoRRI projekta i analiza dostupnosti sekundarnih podataka i mogu nost prikupljanja primarnih 
podataka neophodnih za kreiranje indikatora kako bi se olakšao monitoring i evaluacija odgovornog 
istraživanja i inovacija u Srbiji. Na osnovu izvršene analize može se zaklju iti da se indikatori razvijeni od 
strane Evropske komisije mogu uz izvesne modifikacije, tokom perioda do 2 godine, primeniti u Srbiji. 

Klju ne re i: Odgovorno istraživanje i inovacije, Indikatori, Srbija.  

Abstract: The subject of the research is indicators of responsible research and innovation (R&I) and the 
possibility of their application in Serbia. The main objectives of the paper are to review responsible R&I 
indicators developed within the MoRRI project and to analyze the availability of secondary data and the 
ability to collect primary data necessary to create indicators to facilitate monitoring and evaluation of 
responsible R&I in Serbia. Based on the analysis performed, it can be concluded that indicators developed 
by the EC can be applied in Serbia with some modifications, over a period of up to 2 years. 

Keywords: Responsible Research and Innovation, Indicators, Serbia. 
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Rezime: Otvorena nauka i odgovorno istraživanje i razvoj su koncepti koji unose promene u istraživa ke i 
inovacione politike širom sveta, a naro ito u Evropi. Ovi koncepti uklju uju nove elemente u dizajn, 
sprovo enje i evaluaciju istraživanja, kao i u predstavljanje nau nih saznanja. Ovaj rad sumira razli ita 
razmatranja odgovornog istraživanja i razvoja, a tako e objašnjava otvorenu nauku kao jednu od njegovih 
dimenzija. Cilj istraživanja je da predstavi indikatore otvorene nauke u Republici Srbiji i uporedi ih sa 
relevantnim EU državama. U radu je dat pregled broja publikacija sa otvorenim pristupom, broja otvorenih 
repozitorijuma i nacionalnih politika u domenu otvorene nauke. 

Klju ne re i: Otvorena nauka, Odgovorno istraživanje i razvoj, Istraživa ka i inovaciona politika, Srbija. 

Abstract: Open science and responsible research and innovation are emerging concepts which introduce 
changes in research and innovation policies around the world and especially in Europe. Those concepts 
include new elements in research design, performance, evaluation and communication of scientific 
knowledge. This paper summarizes different considerations of responsible research and innovation and also 
explains open science as one of its dimensions. The purpose of this study is to present open science 
indicators in the Republic of Serbia and compare it with relevant EU countries. It offers an overview of open 
access publications, open access repositories and national open science policies. 

Keywords: Open Science, Responsible Research and Innovation, Research and Innovation Policy, Serbia. 
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Abstract: An increasing number of logistics and companies engaged in other activities are turning their 
attention to the development of the company through various analytics. It is through quality analysis that 
companies can gain a market advantage over their competitors. This paper focuses on the analysis of the 
distribution system of one of the largest logistics companies in Serbia. The analysis refers to the current 
company state, after which was presented the idea of defining the price that the company can offer to its 
future customers. Pricing is done using a simulation-optimization model developed in Python 3.7. In addition 
to the simulation itself, great importance is given to the development of a heuristic model for solving vehicle 
routing problems that contain a combination of the nearest neighbor algorithm with 2-OPT, Swap, Relocate 
and Path Relocate route enhancement algorithms. 

Keywords: Simulation, Heuristics, Optimization, VRP. 













FACILITY LOCATION USING A QUADRATIC ASSIGNMENT MODEL
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Abstract: A manufacturing company, has three plants, in India. They manufacture headlamps and tail-lights
for the automotive industry. This paper, looks at the facility location problem for one of the plants where 12
facilities, have to be placed in a two-column, multi-row, cellular layout. The machining sequence for 20 parts
conveyed among the 12 facilities are specified. The Quadratic Assignment Problem has been classified, as an
NP-hard problem for large instances. We have modelled the specific instance of facility location, as a QAP, and
are reporting on the solution, obtained by an easily available non-linear solver.

Keywords: Facility Location, Quadratic Assignment Problem, Non-linear Solver, Case Study

1. INTRODUCTION

A company manufactures headlamps, rear combination lamps (RCL), and various other small lamps for
automotive applications. Three plants produce about 2.8 million headlamps and 2.7 million RCL lamps per
annum. The factory space is rectangular and cellular, with an aisle running down between two columns of cells.
A number of facilities where-in the parts are machined, need to be placed in the best cell location, so that the
products do not require to be conveyed long distances frequently. Some products may have higher priority, or
may be hazardous and have to be treated differently. This is known to be a very hard industrial problem to solve
and many methods and algorithms have been developed to obtain good solutions. Benchmark problems are
also available to test the efficiency of a new algorithm. This problem instance was solved by the company team,
using evolutionary algorithms. Our goal was to obtain a solution using traditional non-linear programming
technique, which has not been tried upon the instance.

Section 2 contains the literature review relevant to this paper. Section 3 describes the industrial problem
faced by the automotive manufacturing company. Section 4 explains the general formulation of the Quadratic
Assignment Problem (QAP) and the concrete instance for which the data was made available. The last two
sections are Section 5, that contain the computational results from the solver executions, and Section 6, with the
conclusions from the output analysis.

2. LITERATURE REVIEW

The quadratic assignment problem becomes evident in a number of industrial settings. A survey of dynamic
layout problems was done in 1998, by Balakrishnan and Cheng [9]. A more recent literature survey was
conducted in 2006, by Drira et al. [6]. Solution approaches to the simple instances of QAP are explained in
the texbook by Burkard et al. [7]. The Lawler form of the QAP which is a generalisation of the Koopmans-
Beckmann form of the QAP is the traditional way to solve the problem [2]. Another exposition, by example,
about how the partitioned matrix A in the quadratic objective function term xtAx, is formed, is given on page 7
of the NSF report, by Bazaraa [8]. This is the methodology that we are using to formulate the problem.

Advanced algorithms for the QAP are reported by Adams and Waddell [10]. The QAP is NP hard, as
proven by Garey et al., and only problems of small size can be solved optimally in a reasonable amount of
time [5]. This has lead many researchers to design heuristics and meta-heuristic approaches such as genetic
algorithms, simulated annealing, ant colony optimisation, particle swarm optimization and other techniques to
reach sub-optimal solutions in quick time. Tari et al. demonstrate a Tabu search approach for cellular layout
design [1]. Hariprasad et al. present their CRAFT software package written in Java programming language, for
solving facility layout problems [4]. Our interest in the study, is in using current day, spreadsheet solvers, on
a specific real world instance of the problem. The algorithm used was the Generalized Reduced Gradient as
designed by Lasdon et al. [3]. Observing and conveying the benefit of the optimised layout, to the business
practitioner is the primary goal of the study.
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3. PROBLEM DEFINITION

The 12 work centres occupy area, that are given in Table 1:. The area of these work centres, are either 100 f t2,
200 f t2 or 300 f t2. The overall structure of the shopfloor is two-column, and multi-row, with each column having
a width of 20ft as shown in Figure 1. There is an aisle between the two columns that is 10ft wide. Thus the
workspace in the two columns can be seen as a grid of 10 f t ×10 f t cells. One constraint that we are enforcing to
model the system, is that the 100 f t2 facilities occupy one of these 10 f t×10 f t cells, the 200 f t2 facilities occupy
two 10 f t ×10 f t cells, and the 300 f t2 facilities occupy three 10 f t ×10 f t cells. This rules out the possibility
that a part of cell is occupied by a 200 f t2 facility that has been dimensioned as 40 f t ×50 f t or 25 f t ×8 f t. We
can easily obtain a compact layout that accommodates these 12 work centres within 2200 f t2. The minimum
vertical length required for the two columns is 60ft.

Figure 1 shows a feasible layout for the twelve work centres. The work centres have been numbered, and
labelled according to the specifications in Table 1:. For example, the two work centres 2 and 12, that are 300 f t2

are labelled "2B" and "12L" on the diagram, are represented vertically, since if placed horizontally, they would
obstruct the movement in the aisle. The six work centres, that are 200 f t2 in area (A, D, F, G, I, J) have been
placed/oriented horizontally, in the second column, and they are labelled, “1A”, “4D”, “6F”, “7G”, “9I”, and
“10J” in the diagram. The four work centres that are 100 f t2 (C, E, H, K), have been place below the two work
centres B and L, and are labelled, “3C”, “5E”, “8H”, and “11K” in the diagram. There are other placements
possible, with the twelve given work centres, but they are not more compact, in the sense of occupying less
overall area, than this one. The rectilinear distance matrix, will vary to some extent between these layouts. Since
we are more interested in facility location, than in facility layout, we have not branched out, in our exploration,
to all the possible layouts. Rectilinear distances between the work centres can be calculated from the centroids

Figure 1: Layout for Work centres

of the work centres, that are indicated with a “+” symbol in the figure. This is the more appropriate metric,
compared to the Euclidean norm, since there may be automatic vehicles and robots, that move along straight
lines such as along the aisle, and turn into the work centres at right angles to the aisle.

We are also assuming that all material handling, and movement is within the confines of the factory perimeter,
and do not allow parts to be conveyed outside a work centre and brought in again from the outside into another
work centre. There are 20 parts that need to be machined at one or more of the 12 facilities. The sequence of
jobs among the 12 facilities is given in Table 2:. Also provided in this table is the load that needs to be moved.
These numbers can be consolidated to obtain the overall number of parts that need to be moved between the



facilities, without differentiating between the parts. This data is displayed in Table 3:, and the values in the first
row indicate how many parts are moved from Facility 1, to the other eleven facilities. The other rows correspond
to the flows from other facilities. Note, that some times the flow of parts is from a higher numbered facility to a
lower numbered facility. This is because, the machining jobs required for some parts, are required much later in
the sequence, then for other parts.

Table 1: Work Centre Area

Number Work Centre Area in SFT(Sq. ft.)

1 A 200

2 B 300

3 C 100

4 D 200

5 E 100

6 F 200

7 G 200

8 H 100

9 I 200

10 J 200

11 K 100

12 L 300

Table 2: Production Sequence and Load

Product Sequence Load Product Sequence Load

a 1–2–6–7–8–10–12 40 k 1–6–8–5–4–7–12 55

b 1–2–6–5–4–11–12 100 l 1–4–5–10–11–12 35

c 1–3–4–5–6–12 25 m 1–2–5–6–4–7–12 65

d 1–2–3–6–7–9–12 50 n 1–9–10–7–8–12 95

e 1–3–5–4–8–11–12 90 o 1–8–6–7–11–5–12 150

f 1–3–5–4–7–10–12 30 p 1–4–6–10–8–12 20

g 1–5–3–6–7–8–12 45 q 1–8–11–10–7–9–12 35

h 1–8–6–5–4–10–12 60 r 1–9–6–5–4–10–12 45

i 1–4–5–9–11–12 75 s 1–2–3–4–5–6–11–12 50

j 1–8–3–6–7–9–12 40 t 1–2–6–8–10–11–12 40

4. GENERAL QUADRATIC ASSIGNMENT PROBLEM AND CONCRETE INSTANCE

Without explaining all the mathematical theory behind the model construction, we describe the how the matrix
in the quadratic objective function is formed. This is a matrix of dimension n2 ×n2 for a problem involving n
facilities. The elements of the matrix are obtained from the following formulae:

Ai j = (Ai j
rs) (r = 1,2, . . . ,n;s = 1,2, . . . ,n) (1)

where if i = j, then

Ai j
rs =

{
fir i f , r = s
0 i f , r �= s

(2)

and if i �= j, then

Ai j
rs =

{
0 i f , r = s
drs i f , r �= s

(3)



The partitioned matrix A, has the structure as given below:⎡
⎢⎣

A11 A12 A13 . . . A1n
A21 A22 A23 . . . A2n
. . .
An1 An2 An3 . . . Ann

⎤
⎥⎦ (4)

Let en be a n× 1 vector of ones and let In be the n× n identity matrix. Furthermore, let C be the 2n× n2

assignment matrix:

C =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

et
n

et
n

et
n

. . .

et
n

In In In · · · In

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5)

The location problem, or Quadratic Assignment Problem is:

minimize xtAx
subject to Cx = e2n
x binary

This problem is non-linear and difficult to solve for large problem instances, as mentioned in the literature
review. For twelve facilities, and twenty parts flowing between them, we expected reasonable computational
times, on a microcomputer.

4.1. Concrete Instance

The flow matrix given in Table 3: is obtained by summing all the flows between facilities, across all the twelve
parts. For example, between facilities 1 and 2, we see 40 parts of product a, 100 parts of product b, and 50
parts of product d, 65 parts of product m, 50 parts of product s, and 40 parts of product t, giving a total of 345
parts. We can thus calculate the aggregated flow between any two facilities. For a few facility combinations, the
index of the receiving facility, is lower than the sending facility, and these can be identified. Table 4: gives the
rectilinear distance between the work centres, based upon the diagram in Figure 1.

Table 3: Flow Matrix for Parts

Fac. Fac. 1 Fac. 2 Fac. 3 Fac. 4 Fac. 5 Fac. 6 Fac. 7 Fac. 8 Fac. 9 Fac. 10 Fac. 11 Fac. 12

1 0 345 145 130 45 55 0 285 140 0 0 0

2 0 0 100 0 65 180 0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 75 120 135 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 185 20 150 90 0 105 100 0

5 0 0 0 380 0 140 0 0 75 35 0 0

6 0 0 0 65 205 0 325 95 0 20 50 25

7 0 0 0 0 0 0 0 180 125 30 150 120

8 0 0 40 0 55 210 0 0 0 80 90 160

9 0 0 0 0 0 45 0 0 0 95 75 125

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 40 175

11 0 0 0 0 150 0 0 0 0 35 0 390

12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5. COMPUTATIONAL RESULTS

We ran Frontline Systems’ GRG Nonlinear Solver on a Lenovo desktop computer, equipped with a 2.0GHz
processor and 4GB RAM, to solve the mixed binary problem. The best location cost obtained, in 3980.016
s. (66 min.), is $79,228. It took 5 iterations, and 552 subproblems had to be solved. The worst location cost



Table 4: Rectilinear Distance between Work Centres

Distance WC 1 WC 2 WC 3 WC 4 WC 5 WC 6 WC 7 WC 8 WC 9 WC 10 WC 11 WC 12

WC 1 - 10 13.5 10.5 13.5 16.5 19.5 22.5 18 15 20.5 17.5

WC 2 - 10.5 7.5 10.5 13.5 16.5 19.5 15 12 18 15

WC 3 - 12 15 18 21 24 19.5 16.5 22.5 19.5

WC 4 - 12 15 18 21 16.5 13.5 19.5 16.5

WC 5 - 12 15 18 13.5 10.5 16.5 13.5

WC 6 - 12 15 10.5 7.5 13.5 10.5

WC 7 - 12 13.5 10.5 10.5 7.5

WC 8 - 16.5 13.5 13.5 10.5

WC 9 - 3 15 12

WC 10 - 12 9

WC 11 - 3

WC 12 -

obtained by maximising the cost function, was $94,765.5; for that solution, the solver took 1094.515 seconds
to obtain the solution; the algorithm took 2 iterations and solved 132 subproblems. The difference between
the best and the worst solution is $ 15,537.5 which is 19.6%. This implies that there is significant gain from
optimising the location of the facilities, and it is not an improvement, of just a few percentage points.

The optimal assignment of facilities to work centres is as given in Table 5:. Sensitivity analysis was
performed on the flow between the facilities, to determine what would happen if the workflow between two
facilities increased or decreased. We took the work-flow between facilities Facility 1 and Facility 2, which is
345, and varied it in the range of 300 to 405. The optimal assignment was the same in four out of the eight
scenarios, and the other four facility location assignments were all different. Thus high work flows facilities
are not the sole determiner of the optimal assignment, and the interactions, between other facilities play an
important role in the stability of the solution.

Table 5: Optimal Assignment of Facilities to Work Centres

Facility Work Centre

1 4

2 10

3 12

4 11

5 9

6 7

7 6

8 3

9 8

10 5

11 2

12 1

6. CONCLUSIONS

We have modelled a real instance of a facility layout/location problem as as Quadratic Assignment Problem. The
optimal assignment can be found using Excel add-in such as Frontline System’s GRG solver. This model can be
used by small and medium sized industries, that cannot afford to invest funds, in large commercial solvers. The
distance matrix and the flow matrix can be modified easily, to do what-if analysis on the solution.

The solutions obtained from this methods can be compared with the nature inspired methods, such as genetic
algorithms, particle swarm optimization, and bee colony algorithm, which were required due to the exponential
time complexity of the problem. The problem size, at which they will be required would have certainly shifted
further right along the number line, due to faster processors in present day computers.
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Rezime: Razvoj blok ejn tehnologije (BT), koji je omogu io postojanje pouzdanih decentralizovanih platformi, 
u kojima su zapisani podaci i/ili transakcije nepromenljivi, proverljivi i sledljivi, doveo je do toga da poslednjih 
nekoliko godina BT, pored oblasti finansija, nalaze primenu i u oblasti trgovine, lanaca snabdevanja itd. Ovaj 
rad ima za cilj da predstavi fazi višekriterijumski model izbora najpovoljnije softverske aplikacije zasnovane 
na BT, a primena modela je ilustrovana na primeru njenog izbora za upotrebu u lancima snabdevanja. 

Klju ne re i: blok ejn, višekriterijumska analiza, fazi logika, lanci snabdevanja. 

Abstract: The development of blockchain technology (BT) has enabled the existence of reliable decentralized 
platforms in which recorded data and/or transactions are immutable, verifiable, and traceable. During the 
last few years, this technology has been successfully used in finance, but also in the field of trade, supply chain, 
etc. This paper aims to present a fuzzy multi-criteria model for the selection of the most convenient BT-based 
application software. The performance of the model is illustrated by the selection of BT for use in the supply 
chain. 

Keywords: blockchain, multicriteria analysis, fuzzy logic, supply chain. 
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Abstract: Various city logistics (CL) initiatives have been implemented in practice with the goal of solving 
logistics problems in urban areas. Initiatives aiming at the regulation of logistics activities are applied most 
often, especially those that refer to time access restrictions for commercial vehicles (time windows). Certain 
positive effects are expected to follow the implementation of this type of initiatives, but in most cases, their 
application in practice results in several negative consequences for CL stakeholders. The failure of this 
group of initiatives is caused by the neglection of the real nature of the problem and the interests of other 
stakeholders by local authorities. In this paper, an approach for determining time access restriction 
measures in a city has been developed. For solving the problem, a metaheuristic approach is developed, 
based on the Bee Colony Optimization (BCO) that considers the heterogeneous structure of flow generators 
and logistics providers, and the spatial characteristics of urban area zones as well. The application of the 
developed BCO model upon a test instance has shown as a result that the most acceptable variant is the one 
with heterogenous time windows in the zones. 

Keywords: city logistics, initiatives, time access restrictions, metaheuristics, BCO. 
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Rezime: Efikasnost procesa upravljanja lancem snabdevanja zasniva se, izme u ostalog, na odgovaraju em 
zahtevanom nivou kompetentnosti. Stoga, razumevanje i primena savremenih principa upravljanja lancima 
snabdevanja zahteva kreiranje efikasne diseminacije logisti kog znanja. Tradicionalne metode prenosa 
znanja imaju niz problema u kreiranju prakti nog znanja, tako da je neophodno napraviti korak dalje od 
tradicionalnih na ina edukacije i obezbediti nove metode prenosa znanja. Jedan od novih na ina za 
postizanje ovog cilja je gejmifikacija i primena ozbiljnih igara. Ozbiljne logisti ke igre se mogu posmatrati 
kao operativni i interaktivni prikaz stvarnog sistema, koji omogu ava u esnicima i istraživa ima da se 
doslovno „igraju“ sa elementima igre i posmatraju posledice pojedinih odluka. U ovom radu predložen je 
okvir za klasifikaciju i preliminarnu analizu ozbiljnih logisti kih igara, po pitanju njihove sveobuhvatnosti, 
složenosti, uvažavanja pitanja neizvesnosti, kao i uvažavanja injenice o ograni enim resursima i 
kapacitetima. Rezultati dobijeni na ovaj na in mogu poslužiti kao ulaz za dalje, mnogo detaljnije analize. 

Klju ne re i: Logisti ka kompetencija, ozbiljne igre, gejmifikacija, okvir. 

Abstract: The efficiency of the supply chain management processes is based, inter alia, on the appropriate 
required level of competence. Therefore, understanding and applying the principles of modern supply chain 
management requires the creation of efficient dissemination of logistics knowledge. Traditional methods of 
knowledge transfer have a number of problems in providing practical knowledge, so it is necessary to go a 
step further from the traditional ways of education and provide new methods of knowledge transfer. One of 
the modern ways to achieve good learning outcomes is the method of gamification and serious games 
application. Serious logistics games can be viewed as an operational and interactive presentation of a real 
system, which allows participants and researchers to literally "play" with the elements of the game and 
observe the consequences of individual decisions. In this paper we proposed the framework for serious 
logistics games classification and preliminary analysis, in terms of their comprehensiveness, complexity, 
respect for the issue of uncertainty, as well as respect for the fact of limited resources and capacity. The 
results provided by this framework could be input for further more detailed analysis.  

Keywords: Logistics compentence, Serious games, Gamification, Framework. 



motivational 
properties of games that overlap with other learning activities, integrating human desire to communicate 
and achieve set goals, to direct the attention of learners and motivate them to action”

a rule-based formal system with variable and quantifiable outcome, where 
different outcomes are assigned different values. The player exerts effort in order to influence the outcome, 
and the consequences of his activities are optional and negotiable.
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Abstract: This article is concerned with stochastic inventory control problems with backlog sales in stockout
situations. We examine the model for piecewise linear concave ordering costs with general demand distributions
and an infinite horizon. Unlike finite horizons, however, infinite horizons lead to a functional equation for the
value function. Due to the complexity of the mathematical expressions, in most cases, the problems are solved
using an iterative method. We give a rigorous theory that explicitly solves this functional equation without
the use of generalized K-convexity. We consider both the scenario in which an optimal selection can be made
among two suppliers, as well as the scenario in which inventory can be purchased with incremental quantity
discounts from a single supplier. Finally, we set out conditions that guarantee the optimization of (s,S) policy
for the problem under consideration.

Keywords: Inventory (s,S) Policy, Backlog Sales, General Demand Distributions, Multiple Suppliers.

1. INTRODUCTION

This paper focuses on the widely used (s,S) inventory policy under general demand distributions and fixed
ordering costs. In (s,S) inventory policy, an order is placed when the inventory level falls to the reorder point
s or lower so that inventory can be replenished to the level S. We consider an infinite-horizon problem with
instantaneous deliver systems. Our cost function considers two supplier inventory problems as well as single
supplier inventory problems with quantity discounts. In [2] a similar cost function was studied for lost sales
cases. In this paper we consider a backlog sales strategy, i.e., if any excess demand beyond the available stock
occurs, then either an emergency order will be placed or the excess amount will be added to the next ordering
cycle.

A substantial body of research exists in the discipline of inventory control. The classical (s,S) policy was
introduced by [7], where he proved the optimality of the (s,S) policy for a scenario with a fixed cost and linear
per unit costs. Our problem is concerned with piecewise concave ordering costs. In practice it frequently
happens that an ordering cost or production cost has a number of breaking points, resulting in a piecewise
concave function. For example, when incremental discounting is applied, the cost function is piecewise concave.
Porteus [6] was the first to study problems with this kind of cost structure. Later on, Benjaafar et. al. [1]
explored this inventory problem with a finite horizon and general demand. They used the notion of generalized
K-convexity to show its optimality, and conjectured the optimality under horizons which are sufficiently long.
We refer the reader to [4, 5, 8] for more information on the concave cost function and backlog sales. The first
reference in particular has an extensive bibliography on the subject.

We formulate the Bellman equation which, in our infinite horizon case, becomes a functional equation. We
provide a rigorous mathematical theory to solve this functional equation and show that the optimality of the (s,S)
policy for inventory control problems with piecewise linear concave ordering costs. The theory is constructive
and does not rely on the notion of generalized K-convexity. We allow demand distributions which are more
general than those considered by [6]. Furthermore, we prove the conjecture of [1] about the infinite-horizon
setting. While we examine only the case of dual suppliers in this article, our methodology is more general and
can be used to extend the results to situations with an arbitrary number of suppliers.

2. Formulation of the Problem

The generalization of the cost structure concerns the ordering cost, which is now the concave function c(v), v> 0,
given by the formula

c(v) = min
i=1,...,n

(Ki + civ), (1)



K1

K2

c1

c2

c(v)

vε

Figure 1 The graph of cost function given in equation (1) for n = 2.

with the conditions 0 ≤ K1 < K2 < · · · < Kn, c1 > c2 > · · · > cn ≥ 0, where v is the total amount of order, ci
and Ki is the per unit cost and fixed cost respectively of the ith supplier. We begin with the assumption that our
cost function is piecewise linear concave comprised of two pieces, See in the Figure 1. To provide a practical
justification for choosing n = 2, we claim that the structure of equation (1) applies not just to the problem of
choosing among several suppliers, but can also represent the situation of rebates for large quantities in the case
of a single supplier. Assume that n = 2 in equation (1), and let ε = (K2 −K1)/(c1 − c2). From here, one can
readily verify that

c(v) = K1�v>0 +(c1 − c2)v�v<ε + c2v+(c1 − c2)ε�v≥ε. (2)

If the volume is greater than ε, we observe that the variable ordering cost c1 will reduce to c2. Here, as usual �v
is an indicator function.

Denote by x the initial inventory and let y denote the inventory once the order has been received. We
denote the generic demand by D. D is a random variable with f (ξ) as its probability density function. The
F(x) =

∫ x
0 f (ξ)dξ is the cumulative distribution function of D. We note that the complement of F(x) is

F̄(x) = 1−F(x). We denote with u(x) the expected value of the discounted costs for an inventory problem.
Then, u(x) satisfies the following Bellman functional equation:

u(x) = hx++ px−+ inf
y≥x

{K1�y>x +(c1 − c2)(y− x)�y−x<ε +(c2(y− x)+(c1 − c2)ε)�y−x≥ε

+αEu(y−D)}, x > 0.
(3)

where h and p represents the holding cost and penalty cost respectively. We apply the transformation

u(x) = hx++ px−− c2x+H(x)+ρ, (4)

to the preceding equation, where ρ is an arbitrary constant. Substituting equation (4) into equation (3) results in
the following equation for H(x):

H(x)+ρ(1−α) = inf
y≥x

{K1�y>x +(c1 − c2)(y− x)�y−x<ε +(c1 − c2)ε�y−x≥ε +g(y)+αEH((y−D))}, (5)

where,

g(y) = c2(1−α)y+αhE(y−D)++αpE(y−D)−+αc2D̄. (6)

The idea is to find an optimal policy in order to minimize the expected total discounted cost or in other words, to
achieve the minimum on the right hand side of equation (5).

2.1. Primary Discussions

The above described problem is an extension of the following classical problem, corresponding to ε = 0. We
write K1 = K2 = K and c1 = c2 = c, then equation (5) specializing in

H(x)+ρ(1−α) = inf
y≥x

{K�y>x +g(y)+αEH((y−D)+)}, (7)

2



which leads to the classical (s,S) policy solution. We describe briefly how to proceed in this classical case, to
foresee the steps for the extension to (5). The solution is described as follows. For any s> 0, take ρ(1−α) = g(s)
and solve for Hs(x), the solution of{

Hs(x) = g(x)−g(s)+αEHs(x−D), i f x > s,
Hs(x) = 0, i f x ≤ s.

Since g(x) is a convex function, Hs(x) attains its minimum at a point (if there are several points we will take the
smallest one). We define the minimum point to be S so that, Hs(S) = infy>s Hs(y). Then define s so that

0 = K + inf
y≥s

Hs(y).

A unique s can be defined, to which one associates S = S(s). This is the well known (s,S) policy.

2.2. Rewriting Bellman Equation

Considering the case ε > 0, one can expect that as ε is small, we expect to find a (sε,Sε) policy that is optimal.
To do so, we begin by rewriting the Bellman functional equation defined in equation (5) as follows:

H(x)+ρ(1−α) = min

{
g(x)+αEH((x−D)),

K1 + inf
x<y≤x+ε

((c1 − c2)(y− x)+g(y)+αEH((y−D))),

K2 + inf
y>x+ε

(g(y)+αEH((y−D)))

}
. (8)

To see that this reduces to a (s,S) policy of two parameters, we show that K1 + infx<y≤x+ε((c1 − c2)(y− x)+
g(y)+αEH((y−D))) can be eliminated from equation (8) as follows:

H(x)+ρ(1−α) = min

{
g(x)+αEH(x−D),K2 + inf

y>x+ε
(g(y)+αEH(y−D))

}
. (9)

In the next section we set out the necessary conditions for optimality and show that there exists a pair (sε,Sε)
that satisfy equation (9) and hence (sε,Sε) policy is optimal.

3. Optimality of (sε,Sε) Policy

Analogous to the case where ε = 0, for any s > 0, we take ρ(1−α) = g(s) and solve the problem:{
Hs(x) = g(x)−g(s)+αEHs(x−D), for x > s,
Hs(x) = 0, for x ≤ s.

(10)

To obtain a solution to the above equation, we fix s such that

inf
y>x+ε

(g(y)+αEH(y−D)) =−K2

We take the derivative of (10) with respect to x and obtain{
H ′

s(x) = g′(x)+αEH ′
s(x−D), for x > s,

H ′
s(x) = 0, for x ≤ s.

(11)

As g′(x) is bounded, we have a contraction problem. Therefore, by the Contraction Mapping Theorem, we
know that the function has a unique fixed point. Accordingly, the above problem has exactly one solution.
Since H ′

s(x−0) = 0 but H ′
s(x+0) = g′(x), we have that H ′

s(x) is not continuous at s. But we can make H ′
s(x)

continuous by letting s = s̄ such that g′(s̄) = 0, which implies that α(h+ p)F(s̄) = αp−c2(1−α), and therefore,

F(s̄) =
αp− c2(1−α)

α(h+ p)
. (12)



From equation (6), we observe that

g′(y) = c2(1−α)−αp+α(h+ p)F(y); for y > 0,

g′(y) = c2(1−α)−αp; for y < 0.

Next, we assume that

α(p+ c2)> c2, (13)

Then, since p > c2, the function g′(x) must be increasing from c2(1−α)−αp to c2(1−α)+αh. Therefore,
c2(1−α)−αp < g′(x)< c2(1−α)+αh. From equation (11) it follows that

c2(1−α)−αp
1−α

≤ H ′
s(x)≤

c2(1−α)+αh
1−α

. (14)

Moreover, H ′
s(∞) = c2(1−α)+αh

1−α . Therefore, the function Hs(x) is defined by

Hs(x) =
∫ x

s
H ′

s(ζ)dζ,x ≥ s (15)

Hs(x) goes to ∞ as x goes to ∞, and since Hs(x) is continuous, we have that the function attains its minimum on
the interval [s,∞). Therefore, we claim that there exists a unique S(s) such that

Hs(S(s)) = inf
y≥s

Hs(y). (16)

We will necessarily have that S(s)≥ s̄ ∀s < s̄, for otherwise if s > s̄ then we would have that S(s) = s. We want
to find sε such that sε is a solution of

K2 + inf
y≥sε+ε

Hsε(y) = 0. (17)

Of course, sε + ε < s̄, which implies that

ε < s̄. (18)

This suggests that ε is small. From the inequality sε + ε < s̄, the definition of s̄, and equation (11), we can
conclude that H ′

sε
(y)< 0, if y ∈ [sε,sε + ε]. Therefore, y → Hsε(y) is decreasing on [sε,sε + ε]. Hence

inf
y∈[sε,sε+ε]

Hsε(y) = Hsε(sε + ε)≥ inf
y≥sε+ε

Hsε(y).

So we can write equation (17) as

K2 + inf
y≥sε

Hsε(y) = 0 (19)

� Lemma 1. We claim that

s �→ inf
y≥s

Hs(y) = Hs(S(s)) (20)

is increasing on (−∞, s̄)

Proof. Indeed, writing equation (11) as

Hs(x) = g(x)−g(s)+α
∫ x−s

0
Hs(x−ξ) f (ξ)dξ, x > s.

we see that
∂Hs(x)

∂s
,x > s, is a solution to the equation

∂Hs(x)
∂s

=−g′(s)+α
∫ x−s

0

∂Hs(x−ξ)
∂s

f (ξ)dξ, x > s



For s < s̄, we have that g′(s)< 0,. Therefore,
∂Hs(x)

∂s
> 0, x > s. Next infy>s Hs(y) = Hs(S(s)) and d

ds Hs(S(s)) =

∂Hs(S(s))
∂s

because of the optimality of S(s). Moreover, H ′
−∞(x) = g′(x)+αEH ′

−∞(x−D) and

H−∞(x) =
∫ x

−∞
H ′
−∞(ξ)dξ =−∞,∀x

This result is true because g′(x) is a constant ∀x < 0. Finally, since infy≥s Hs(S(s)) is increasing on s and it is 0
at s̄, the integral evaluates to −∞ when x =−∞. This proves the property asserted in (20). So, it is clear that
there exists a single sε for which infy≥sε Hsε(y) =−K2. Now we can state the following:

� Proposition 2. Assume that inequalities (13) and (18) hold. Then there exists a unique sε < s̄− ε which is a
solution of equation (19) with Hs(x) uniquely defined by equation (10). The solution of equation (10) is given
by equation (15).

We want now to check that the solution Hsε(x) is a solution to our original problem, (8), with ρ(1−α) = g(sε).
Denoting Sε = S(sε), this defines the (sε,Sε) policy that we will show to be optimal. Doing so will require use
of the following theorem.

� Theorem 3. In addition to the assumptions of Proposition 2, assume that

αp < c1(1−α) (21)

Then the function Hsε(x) is a solution to equation (8), with ρ(1−α) = g(sε).

Proof. Lacking the assumption that (21) holds, we can still prove that Hsε(x) is solution of (9). That is, we can
show that

Hsε(x) = min

(
g(x)−g(sε)+αEHsε(x−D),K2 + inf

y>x+ε
(g(y)−g(sε)+αEHsε(y−D))

)
(22)

Now assume that x ≤ sε. Then Hsε(x) = 0 and g(x)− g(sε)+αEHsε(x−D) = g(x)− g(sε) > 0, since g(x)
decreases whenever x < s̄. Next, if x+ ε < sε, then

inf
y>x+ε

(g(y)−g(sε)+αEHsε(y−D) = min

(
inf

x+ε<y<sε
(g(y)−g(sε),

inf
sε≤y

(g(y)−g(sε)+αEHsε(y−D)

)
= min( inf

x+ε<y<sε
(g(y)−g(sε), inf

sε≤y
Hsε(y) =−K2)

since infx+ε<y<sε(g(y)−g(sε)> 0. Therefore, the right hand side of (22) is 0, which is indeed the value of Hsε(x)
when x ≤ sε. Accordingly, Hsε(x) is solution of (22) when x+ ε ≤ sε. When sε ≥ x > sε − ε,

inf
y>x+ε

(g(y)−g(sε)+αEHsε((y−D)+)) = inf
y>x+ε

Hsε(y) = Hsε(Sε) = inf
y≥sε

Hsε(y) =−K2

Thus, Hsε(x) is a solution of (22) when x ≤ sε. If x > sε, then (22) implies that

Hsε(x) = min(Hsε(x),K2 + inf
y>x+ε

Hsε(y)) (23)

To check (23) we must prove that

Hsε(x)≤ K2 +Hsε(y), ∀y > x+ ε (24)

But we have

Hsε(x)≤ K2 +Hsε(y), ∀y > x (25)

which is a classical result. For more details we refer the reader to the similar proof in [3], when the case is ε = 0.
So far we have proven that Hsε(x) is a solution of (22) which means that it is also a solution of equation (9)

with ρ(1−α) = g(sε). The assumption of (21) was not needed for this. To prove that Hsε(x) is a solution of
equation (8), it remains to be proven that

Hsε(x)≤ K1 + inf
x<y≤x+ε

((c1 − c2)(y− x)+g(y)−g(sε)+αEHsε(y−D)) (26)



If x+ ε ≤ sε, then equation (26) can be rewritten as

0 ≤ K1 + inf
x<y≤x+ε

((c1 − c2)(y− x)+g(y)−g(sε))

which we know to be true because g(y)−g(sε)> 0 for y ≤ sε. So we may assume sε < x+ ε. If x ≥ sε then (26)
means that

Hsε(x)≤ K1 + inf
x<y≤x+ε

((c1 − c2)(y− x)+Hsε(y)) = K1 +Hsε(x)

on account of assumption (21) and the fact that estimate (14) means that the function (c1 − c2)y+Hsε(y) is
monotone increasing when y > sε. So, (26) is true if x ≤ sε − ε or x ≥ sε. Finally, if sε − ε < x < sε, (26) means
that

0 ≤ K1 +min

(
inf

x<y≤sε
((c1 − c2)(y− x)+g(y)−g(sε)), inf

sε<y≤x+ε
((c1 − c2)(y− x)+Hsε(y))

)

which previous arguments have shown to be true. This completes our proof.�
The significance of equation (21) is briefly summarized in the following remark:

� Remark. Assumption (21) serves to ensure that a standard (s,S) policy will be optimal, and requires the
penalty cost to be small. Assumption (21) ensures that Hsε(x) is a solution of equation (8). Moreover, since (21)
implies that p ≤ c1, we have that c2 < p ≤ c1. Therefore, any purchase from supplier 1 will cost c1 in addition
to any fixed cost. On the other hand, electing to not meet the demand will only cost p, which is less than c1. In
such a situation, orders will only be placed with the second supplier. Furthermore, if we make ε small solely by
increasing K1 and/or c1, then the optimal policy is exactly the (s,S) policy of the classical problem with only the
second supplier. This will hold for every ε as long as it is small and (21) continues to hold. Therefore, we have
shown that the (sε,Sε) policy is optimal.

4. CONCLUSION

In this article, we focused on a stochastic inventory model for an infinite horizon problem in which the ordering
cost is piecewise linear. We analyzed the model for backlog sales situations with general demand distributions.
We offered a rigorous mathematical theory and set out the conditions which are necessary to show that (sε,Sε)
policy is optimal. The theory we provided is constructive and does not rely on K-convexity. This approach has
the advantage of giving an explicit functional equation for the value function. Although we have examined this
inventory control problem only for a situation with two suppliers, our method is general and can be extended to
an arbitrary number of suppliers using a similar approach. Of course, the functional details are more intricate.

The crucial assumption (21) eliminated the possibility that the minimum on the right hand side of equation
(8) be attained by the second term. If we do not make this assumption, this possibility is no longer excluded,
leading to a generalized optimal policy which is more complex. This is our ongoing work.
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Abstract: There are currently many software tools to solve optimization tasks. In the paper, the authors 
compare two Python and GAMS products, an appropriate tool for solving large-scale optimization problems, 
like Capacitated Vehicle Routing Problem. The selection of products was chosen based on their different 
nature, one being freely available (Python) and the other being paid (GAMS). The authors point to the time-
consuming difficulty of solving different dimensions problems, pointing out the suitability of use for practical 
tasks. 

Keywords: Python, GAMS, capacitated vehicle routing problems, optimization. 
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Sets 
i index uzla /0*n/ 
subi(i) /1*n/ 
alias (i,j) 
alias (subi,subj); 
Sets offdiag1(i,j) 
     offdiag2(i,j); 
offdiag1(i,j)=yes; 
offdiag1(i,i)=no; 
offdiag2(i,j)=offdiag1(i,j); 
offdiag2(i,'0')=no; 
table d(i,j); 
Scalar g; 
Parameters q  ; 
Binary Variable x(i,j); 
Variables f, u(j); 
Equations 
ohr1(i) 
ohr2(j) 
ohr3(i,j) 
ohr4(i) 
ohr5(i) 
ucel; 
ucel.. f=e=sum((i,j),d(i,j)*x(i,j)); 
ohr1(subi(i)).. sum(j,x(i,j)$offdiag1(i,j))=e=1; 
ohr2(subj(j)).. sum(i,x(i,j)$offdiag1(i,j))=e=1; 
ohr3(i,j)$offdiag2(i,j).. u(i)-u(j)+q(j)-g*(1-x(i,j))=l=0; 
ohr4(subi(i)).. q(i)=l=u(i); 
ohr5(subi(i)).. u(i)=l=g; 
Model vrp /all/; 
Solve vrp using mip minimizing f; 

import pandas as pd 
from itertools import product 
from mip import Model, xsum, minimize 
df = pd.read_excel (r'mesta vzdialenostixx.xls') 
places = df.columns 
d=df.to_numpy() 
n, V = len(d)-1, set(range(len(d)-1)) 
Vs=V-{0} 
kapacita=d[n,0] 
q=d[n,] 
q[0]=0 
d=d[0:n,] 
model = Model() 
x = [[model.add_var(var_type=“B“) for j in V] for i in V] 
y = [model.add_var() for i in V] 
model.objective = minimize(xsum(d[i][j]*x[i][j] for i in V for j in V)) 
for i in Vs: 
    model += xsum(x[i][j] for j in V - {i}) == 1 



Scenario V qi = i n n 
Scenario V n q  = q  = q  = q  = q  = q  = q  = 

q  = q  = q  = q  = q  = q  = q  = q  = q  = q  = q  = q  = 
Scenario V qi = i n n 

Scenario

Scenario

Scenario

for i in Vs: 
    model += xsum(x[j][i] for j in V - {i}) == 1 
for (i, j) in product(V - {0}, V - {0}): 
    if i != j: 
        model += y[i] +q[i]- kapacita*(1-x[i][j]) <= y[j] 
for (i) in V - {0}: 
    model += q[i] <= y[i] 
for (i) in V - {0}: 
    model += y[i] <= kapacita 
model.optimize() 
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n
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Rezime: Kompanije adekvatnim upravljanjem zalihama vremenski uskla uju potražnju i nabavku radi 
obezbe enja potrebne robe u cilju zadovoljenja zahteva kupaca i stvaranje profita. Simulacija je odli an alat 
za optimizaciju upravljanja zalihama putem ispitivanja ponašanja sistema u razli itim postavkama. U ovom 
radu je predstavljen simulacioni model razvijen u ARENA softveru radi optimizacije upravljanja zalihama, 
odnosno radi odre ivanja nivoa zaliha pri kojem je potrebno poru ivanje robe za koji sistem generiše 
minimalne ukupne troškove.  

Klju ne re i: Simulacija, Optimizacija, Zalihe, ARENA. 

Abstract: By adequately managing inventories, companies adjust demand and supply over time to provide the 
necessary goods to meet customer requirements and make a profit. Simulation is a great tool for optimizing 
inventory management by examining system behavior in a variety of settings. This paper presents a simulation 
model developed in ARENA software to optimize inventory management, ie to determine the level of inventory 
at which it is necessary to order goods for which the system generates minimal total costs. 

Keywords: Simulation, Optimization, Inventories, ARENA. 
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Abstract: Efficient procurement is one of the key parameters of a company’s competitiveness. For that reason, 
it is necessary for logistics companies to monitor and measure the performance of their procurement. One of 
the tools they can use on this occasion is the KPIs. In this paper, 15 KPIs of procurement logistics were 
analyzed in order to determine the 5 most important ones. In the assessment of the significance of the KPI, 10 
experts in the field of logistics participated. The results of their assessment were then used in the SWARA 
method to obtain the weights of each of the KPIs. After determining the weights, the QFD method was applied 
to determine the priorities of the observed and analyzed KPIs. The results of the application of these methods 
showed that order to delivery time, cost per shipment, average delivery time, revenue per order and percentage 
of on-time deliveries stand out as the five most important KPIs in procurement logistics. 

Keywords: procurement logistics, SWARA, QFD, KPI. 
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Rezime: U cilju zadovoljenja sve kompleksnijih zahteva u oblastima logistike i transporta neophodan je 
intenzivni razvoj i primena intermodalnog transporta, pri emu je adekvatno planiranje i razvoj efikasnih 
intermodalnih terminala (IT) od presudnog zna aja. U skladu sa tim ovaj rad se bavi analizom efikasnosti 
intermodalnih terminala sa ciljem identifikovanja terminala koji bi poslužili kao uzori za unapre enje 
postoje ih i razvoj novih terminala, kao i utvr ivanja parametara koje ih ine efikasnim. Za utvr ivanje 
efikasnosti terminala u radu je koriš ena DEA (eng. Data Envelopment Analysis) metoda, a istraživanje je 
sprovedeno na uzorku od 35 realnih kopnenih trimodalnih terminala u Evropi. Rezultati istraživanja su 
pokazali da su za definisani uzorak najve i uticaj na postizanje efikasnosti terminala imali parametri skladišni 
kapacitet i dužina železni kih koloseka. 

Klju ne re i: intermodalni transport, trimodalni terminal, efikasnost, DEA. 

Abstract: In order to meet the increasingly complex requirements in the fields of logistics and transport, 
intensive development and application of intermodal transport is necessary, whereas the adequate planning 
and development of efficient intermodal terminals (IT) is crucial. Accordingly, this paper deals with the 
analysis of the efficiency of intermodal terminals with the aim of identifying terminals that would serve as the 
benchmarks for the improvement of the existing and development of the new terminals, as well as determining 
the parameters that makes them efficient. The DEA (Data Envelopment Analysis) method is used to determine 
the efficiency of the terminals, and the research is conducted on a sample of 35 real-life inland trimodal 
terminals in Europe. The results of the research showed that for the defined sample, the parameters of storage 
capacity and length of the railway tracks had the greatest influence on achieving the efficiency of the terminals. 

Keywords: intermodal transport, trimodal terminal, efficiency, DEA. 
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Abstract: Because order picking is the most demanding, the most labor intensive and, accordingly, the costliest 
activity in a warehouse it has been potential for the optimization from different points of view and at different 
decision-making levels. In this research our goal was to examine a possible improvement of the order picking 
process by reducing the potential of the aisle congestion problem which is quite frequent in order picking 
systems with lots of pickers passing through same isles simultaneously. For that purpose, we give quadratic 
mixed integer programming mathematical model, and two perturbation based heuristic algorithms. 
Eventually, we tested the efficiency of developed models on an imaginary order picking system. 

Keywords: warehouse, order picking, quadratic mixed integer programming, heuristics. 
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Rezime: U ovom radu predstavljen je pristup za odre ivanje najefikasnije tehnologije za sakupljanje kaljužnih 
voda sa dunavskih plovila baziran na Analizi obavijanja podataka (DEA metodi). Operateri objekata za 
prihvat otpada nastalog plovidbom nalaze se pred konstatnim izazovima pove anja nivoa usluga koje pružaju 
brodskim operaterima i upravljanja procesima sakupljanja i odlaganja kaljužnih voda na efikasan na in. U 
ovom radu je prikazano i analizirano sedam postoje ih tehnologija za sakupljanje kaljužnih voda na reci 
Dunav primenom DEA modela sa dva ulaza i jednim izlazom. Rezultati primene modela su pokazali da ocena 
efikasnosti tehnologija za sakupljanje kaljužnih voda može biti veoma korisna tokom planiranja i izgradnje 
objekata za prihvat kaljužnih voda. 

Klju ne re i: Sakupljanje kaljužnih voda, Objekti za prihvat otpada, Analiza obavijanja podataka (DEA). 

Abstract: This paper presents a decision-making approach based on Data Envelopment Analysis (DEA) for 
determining the most efficient technology for bilge water collection. Waste reception facilities are continually 
exposed to the challenge of improving the level of service offered to vessel operators, and managing bilge 
water collection and disposal technologies efficiently to maintain or possibly reduce operating costs. We 
reviewed and analyzed seven existing technologies for bilge water collection on the Danube by using DEA 
model with two inputs and one output. It is shown that the efficiency evaluation of the considered technologies 
for bilge water collection can be useful for planning purpose. 

Keywords: Bilge water collection, Waste reception facilities, Data Envelopment Analysis (DEA). 
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A CONTINOUS PROGRAMMING PROBLEM

MIRUNA BELDIMAN1, ANDREI-DAN HALANAY2
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Abstract: We consider a continuous-time nonlinear programming problem for which we establish week duality
results and a penalty function solving method.

Keywords: Continuous programming, Weak duality, Generalized invexity, Exponential penalty function

1. INTRODUCTION

In 1953, Bellman [2] introduced for the first time a class of continuous optimization problems. Since then,
many other classes were considered [9, 8, 12]. In this paper we prove, under WD-invexity assumption, a
duality result for a general Mond-Weir dual of a continuous programming problem introduced by Martin [5].
For this problem, Oliveira and Rojas-Medar [8] obtained weak duality conditions for a Lagrangian dual (a
continuous-time analogue to Wolfe’s dual). In the second part, we propose an exponential penalty function for
solving our problem. The exponential penalty functions method, introduced in [7], has been developed in the
last years [4, 1]. It has the advantage that it avoids the gradients and individual constraints, and this is very
important especially for transport and traffic optimization problems [3, 10], where the number of constraints is
very large and the constraints are generally time-functions. Finally, we obtain the convergence of this method,
using the techniques from [4].

2. PRELIMINARIES

We consider the following continuous-time nonlinear programming problem

minimize φ(x) =
T∫

0

f (x(t) , t)dt (P)

subject to g(x(t) , t)≤ 0 a.e. in [0,T ] ,x ∈ X

where X is a nonempty open convex subset of the Banach space Ln
∞ [0,T ], φ : X → R, f (x(t) , t) = ξ(x)(t) and

g(x(t) , t) = γ(x)(t), with the mappings ξ and γ from X into Λ1
1 [0,T ] and Λm

1 [0,T ], respectively. Here Ln
∞ [0,T ]

is the space of all n−dimensional vector-valued Lebesgues measurable functions defined on the compact interval
[0,T ]⊂ R, essentially bounded, with the norm ‖·‖∞ defined by

‖x‖∞ = max
1≤ j≤n

esssup{|x j (t)| , 0 ≤ t ≤ T} ,

where (x j (t))1≤ j≤n = x(t) ∈ R
n; the space Λm

1 [0,T ] is the space of all m−dimensional vector-valued functions,

essentially bounded and Lebesgues measurable, defined on [0,T ], with the norm ‖·‖1 defined for y(t) =
(y j (t))1≤ j≤n ∈ R

n by

‖y‖1 = max
1≤ j≤n

T∫

0

|y j (t)|dt.

Let F = {x ∈ X : g(x(t) , t)≤ 0 a.e. in [0,T ]} be the set of all feasible solutions of (P). We suppose that F
is a nonempty set and all vectors are column vectors. For w ∈ R

p, w ≤ 0 means that wi ≤ 0 for all i = 1,2, ..., p;
w < 0 means that wi < 0 for i = 1,2, ..., p and w′ stands for w transposed.

Now, for (P) problem, we consider a general Mond-Weir dual. We suppose that the functions t �→∇ f (x(t) , t)
and t �→ ∇g′i (x(t) , t)z(t), i ∈ I = {1,2, ..., p}, are Lebesgue integrable in [0,T ] for all x ∈ X and for all
z ∈ Ln

∞ [0,T ].



The general Mond-Weir type dual is

maximize ψ(x,λ) =
T∫

0

[ f (x(t) , t)+λ′
I0
(t)gI0

(x(t) , t)]dt (MWDP)

subject to

T∫

0

[∇ f ′ (x(t) , t)+∑
i∈I

λi (t)∇g′i (x(t) , t)]z(t)dt = 0;

λ′
Ik
(t)gIk (x(t) , t)≥ 0 a.e. in [0,T ] , k = 1,ν;

λi (t)≥ 0 a.e. in [0,T ] , i ∈ I;

z ∈ Ln
∞ [0,T ] , x ∈ X , λ ∈ Lm

∞ [0,T ] .

where ν ≥ 0, Iα ∩ Iβ = Φ for α �= β and
ν⋃

α=0

Iα = {1,2, ...,m} and λIk = (λi)i∈Ik
and gIk = (gi)i∈Ik

, k = 0,1, ...,ν,

with λ′
Ik
(t)gIk (x(t) , t) = ∑

i∈Ik

λi (t)gi (x(t) , t).

This dual problem (MWDP) may be considered as the continuous-time analogue of a general Mond-Weir’s
duality formulation [6].

Let FD denote the set of all feasible solutions of (MWDP).

3. DUALITY

Definition 3.1. Between the problems (P) and (MWDP) we have a weak duality if

φ(x)≥ ψ(y,λ) (1)

for all x ∈ F and all (y,λ) ∈ FD.
Definition 3.2. The (P) problem is invex if there exists a function η : V ×V × [0,T ] → R

n such that
t �→ η(x(t) ,y(t) , t) ∈ Ln

∞ [0,T ] and

ϕ(x)−ϕ(y)≥
T∫

0

∇ f ′ (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)dt; (2)

gi (x(t) , t)−g(y(t) , t)≥ ∇g′
i (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)

a.e. in [0,T ], i ∈ I, for any x,y ∈ X .
Theorem 3.1. The invexity of (P) implies the weak duality between (P) and (MWDP).
Proof. Let x ∈ F and (y,λ) ∈ FD. Using (1) and (2) we have

ϕ(x)−ψ(y,λ) = ϕ(x)−ϕ(y)−
T∫

0

λ′
I0
(t)gI0

(y(t) , t)dt ≥

≥
T∫

0

∇ f ′ (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)dt −
T∫

0

λ′
I0
(t)gI0

(x(t) , t)dt+

+

T∫

0

λ′
I0
(t)∇g′I0

(y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)dt =−
T∫

0

ν

∑
k=1

λ′
Ik
(t)∇g′Ik

(y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)dt

−
T∫

0

λ′
I0
(t)gI0

(x(t) , t)dt ≥−
T∫

0

ν

∑
k=1

λ′
Ik
(t) [gIk (x(t) , t)−gIk (y(t) , t)]dt −

T∫

0

λ′
I0
(t)gI0

(x(t) , t)dt ≥ 0,

2



where λ′
Ik
(t)∇g′

Ik
(y(t) , t) = ∑

i∈Ik

λi (t)∇g′
i (y(t) , t) and for the last inequality we used the feasibility of x and

(y,λ) for (P) and (MWDP) respectively. Here, ∇g′
Ik

is a |Ik|×n matrix having the lines given by ∇g′i, i ∈ Ik.
Consequently, we get ϕ(x)≥ ψ(y,λ) for all x ∈ F and (y,λ) ∈ FD, i.e. between (P) and (MWDP) we have

weak duality. Thus, the theorem is proved.�
Now we introduce a generalized WD-invexity and a generalized constraint qualification. Then we prove an

equivalence theorem between weak duality for (P) and generalized WD-invexity defined below.
Definition 3.3. We say that the problem (P) is generalized weak duality invex (generalized WD-invex) if

there exists a function η : V ×V × [0,T ]→ R
n such that t �→ η(x(t) ,y(t) , t) ∈ Ln

∞ [0,T ] and

ϕ(x)−ϕ(y)≥
T∫

0

∇ f ′ (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)dt;

−gi (y(t) , t)≥ ∇g′
i (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t) a.e. in [0,T ] , i ∈ I0;

0 ≥ ∇g′i (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t) a.e. in [0,T ] , i /∈ I0

for all x ∈ F and y ∈ X .
Definition 3.4. We say that g satisfies the generalized constraint qualification (GCQ) if there do not exist

vi ∈ L∞ [0,T ], vi (t)≥ 0 a.e. in [0,T ], i ∈ I0, not all zero, such that
T∫
0

∑i∈I0
vi (t)gi (x(t) , t)dt ≥ 0, ∀x ∈ X .

Now we present the main result of this section.
Theorem 3.2. Under (GCQ), weak duality holds between (P) and (GMWDP) if and only if (P) is generalized

WD-invex.
Proof. Sufficiency. For x ∈ F and (y,λ) ∈ FD, by generalized WD-invexity of (P), we have

ϕ(x)−ψ(y,λ) =
T∫

0

f (x(t) , t)dt −
T∫

0

[
f (y(t) , t)+λ′

I0
(t)gI0

(y(t) , t)
]

dt =

= ϕ(x)−ϕ(y)−
T∫

0

λ′
I0
(t)gI0

(y(t) , t)dt ≥
T∫

0

∇ f ′ (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)dt +∑
i∈I0

T∫

0

λi (t)∇g′i (y(t) , t)dt =

=−
T∫

0

∑
i/∈I0

λi (t)∇g′i (y(t) , t)dt ≥ 0,

that is

ϕ(x)≥ ψ(y,λ) .

Necessity. If the weak duality holds between (P) and (GMWDP), then for all x ∈ F and y ∈ X , the system

T∫

0

[∇ f ′ (y(t) , t)+∑
i∈I

λi (t)∇g′i (y(t) , t)]z(t)dt = 0;

λi (t)≥ 0 a.e. in [0,T ] , i ∈ I,∀z ∈ Ln
∞ [0,T ] ;

T∫

0

f (x(t) , t)− f (y(t) , t)−∑
i∈I0

λi (t)gi (y(t) , t)]dt < 0

has no solution λ ∈ Lm
∞ [0,T ], i.e. the system

T∫

0

{( u μ
)( 0 1

∇ f ′ (y(t) , t) f (x(t) , t)− f (y(t) , t)

)(
z(t)
α

)
+

+
(

λ′
I0
(t) λ′

I1
(t) ... λ′

Iν
(t)

)⎛⎜⎝
∇g′

I0
(y(t) , t) −gI0

(y(t) , t)
∇g′

I1
(y(t) , t) 0
.... ...

∇g′
Iν
(y(t) , t) 0

⎞
⎟⎠(

z(t)
α

)
}dt = 0
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∀z ∈ Ln
∞ [0,T ], ∀α ∈ R, u,μ > 0 and λ(t)≥ 0 a.e. in [0,T ] has no solution (u,μ,λ).

In order to conclude this theorem it suffices now to apply Theorem 2.1. from [8]. Firstly, we verify that
Condition 1 from the previously mentioned theorem holds.

Let us suppose that there exists v ∈ Lm
∞ [0,T ], v �= 0, v(t)≥ 0 a.e. in [0,T ] such that

(
∇gI0

(y(t) , t) ∇gI1
(y(t) , t) ... ∇gIν (y(t) , t)

−g′
I0
(y(t) , t) 0 ... 0

)⎛
⎜⎝

vI0
(t)

vI1
(t)
...

vIν (t)

⎞
⎟⎠=

(
0
0

)

a.e. in [0,T ], that is,(
∇gI0

(y(t) , t)
−g′

I0
(y(t) , t)

)
vI0

(t)+
r

∑
k=1

(
∇g′Ik

(y(t) , t)
0

)
vIk (t) =

(
0
0

)

a.e. in [0,T ].

So we get v′I0
(t)gI0

(y(t) , t) = 0 a.e. in [0,T ] , and therefore
T∫
0

∑i∈I0
vi (t)gi (y(t) , t)dt = 0 contradicting

(GCQ).
Now by Theorem 2.1. from [8] we obtain that the following system(

0 1
∇ f ′ (y(t) , t) f (x(t) , t)− f (y(t) , t)

)(
z(t)
α

)
< 0 a.e. in [0,T ];

⎛
⎜⎝

∇g′
I0
(y(t) , t) −gI0

(y(t) , t)
∇g′I1

(y(t) , t) 0
.... ...

∇g′
Iν
(y(t) , t) 0

⎞
⎟⎠(

z(t)
α

)
≤ 0.

has solution (z,α) ∈ Ln
∞ [0,T ]×R with α < 0.

Therefore, for α =−1 and η(x(t) ,y(t) , t) = z(t) for x ∈ F and η(x(t) ,y(t) , t) = 0 for x /∈ F, y ∈ X , we get

∇ f ′ (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)− f (x(t) , t)+ f (y(t) , t)< 0 a.e. in [0,T ] ;

∇g′
I0
(y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)+gI0

(y(t) , t)≤ 0 a.e. in [0,T ] ;

∇g′
Ik
(y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)≤ 0, k ∈ 1,ν a.e. in [0,T ] .

From these inequalities, we obtain

ϕ(x)−ϕ(y)>
T∫

0

∇ f ′ (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t)dt;

−gi (y(t) , t)≥≥ ∇g′
i (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t) a.e. in [0,T ] , i ∈ I0;

0 ≥ ∇g′i (y(t) , t)η(x(t) ,y(t) , t) a.e. in [0,T ] , i /∈ I0.

that is, the problem (P) is generalized WD-invex.�

4. AN EXPONENTIAL PENALTY FUNCTION METHOD

In this section we use the exponential penalty function approach to transform the problem (P) into a sequence of
unconstrained problems. The exponential penalized problem (P)n, associated with the considered problem (P)
is constructed as

minθ(x,ρn) =
∫ T

0
f (t,x(t))dt +

1

ρn

m

∑
j=1

(
exp

(
ρn

∫ T

0
g j(t,x(t))dt

)
−1

)
, (Pn)

where ρn > 0 is the penalty parameter such that limn→∞ ρn = ∞. We denote with F∗
n the set of all optimal

solutions of (Pn) and let F◦ be the set of all optimal solutions of (P).
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Lemma 4.1. If x ∈ F◦ then

lim
ρ→∞

1

ρ

m

∑
j=1

(
exp

(
ρ
∫ T

0
g j(t,x(t))dt

)
−1

)
= 0.

Theorem 4.1. Let x∗n be an optimal solution of the exponential penalized problem (Pn) for all n ∈ N. Assume
that

{
x∗nk

}
is a convergent subsequence of {x∗n} and limk→∞ x∗nk

is a feasible solution of the problem (P). Further,
if X is measurable and fn = f (t,xn(t)) is a sequence of non-negative measurable functions, then

lim
k→∞

1

ρnk

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnk

∫ T

0
g j(t,x∗nk

(t))dt
)
−1

)
= 0.

Proof. Assume that

lim
k→∞

1

ρnk

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnk

∫ T

0
g j(t,x∗nk

(t))dt
)
−1

)
�= 0.

Then there exists a subsequence
{

x∗nks

}
of

{
x∗nk

}
such that

lim
k→∞

1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗nks

(t))dt
)
−1

)
> ε,∀s = 1,2, . . . .

So

limk→∞
1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗nks

(t))dt
)
−1

)
> ε,∀s = 1,2, . . . . (3)

for some positive number ε.
Since x∗nks

is an optimal solution of the exponential penalized problem (Pnks
) for all x ∈ X we have

∫ T

0
f (t,x(t))dt +

1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x(t))dt

)
−1

)
≥

∫ T

0
f (t,x∗nks

(t))dt +
1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗nks

(t))dt
)
−1

)
,∀s ∈ N

Let x∗ = limk→∞ x∗nk
. Since x∗ ∈ F◦ ⊂ X , the previous inequality yields

∫ T

0
f (t,x∗(t))dt +

1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗(t))dt

)
−1

)
≥

∫ T

0
f (t,x∗nks

(t))dt +
1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗nks

(t))dt
)
−1

)
,∀s ∈ N.

Taking the inferior limit as s → ∞ and using (3) we get

∫ T

0
f (t,x∗(t))dt + lims→∞

1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗(t))dt

)
−1

)
≥

lims→∞

∫ T

0
f (t,x∗nks

(t))dt + ε.

Since fn is a sequence of non-negative measurable function and limk→∞x∗nk
= x∗, by Fatou’s lemma [11]

∫ T

0
f (t,x∗(t))dt + lims→∞

1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗(t))dt

)
−1

)
≥ lims→∞

∫ T

0
f (t,x∗nks

(t))dt + ε ≥
∫ T

0
lims→∞ f (t,x∗nks

(t))dt + ε.
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So

lims→∞
1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗(t))dt

)
−1

)
≥ ε. (4)

Because x∗ ∈ X , from Lemma 4.1 we have

lims→∞
1

ρnks

m

∑
j=1

(
exp

(
ρnks

∫ T

0
g j(t,x∗(t))dt

)
−1

)
= 0. (5)

From (4) and (5) follows that 0 ≥ ε which contradicts the hypothesis the ε > 0. �
Using this result we prove that under certain conditions an optimal solution of the original constrained

problem can be approached by a convergent subsequence of the sequence of optimal solutions of the associated
exponential penalized problem.

Theorem 4.2 Let xn
∗ be an optimal solution of (Pn). Assume that

{
x∗nk

}
is a convergent subsequence

of {x∗n} and limk→∞ x∗nk
is a feasible solution of (P). Further, if X is measurable and fn = f (t,xn(t)) is a

sequence of non-negative measurable functions, then the limit point of x∗nk
is an optimal solution of (P).

Proof. It follows from applying the previous theorem, followed by Lemma 4.1 and Fatou’s lemma (like in
the proof of said theorem). �
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Rezime: Cilj ovog rada je primena fazi sistema zaključivanja radi identifikovanja nadarenih učenika 
osnovnih škola. Identifikacija nadarenih učenika je problem koji u današnje vreme privlači sve veću pažnju.
Prema javno dostupnim statistikama, od dvadesetoro učenika troje se mogu klasifikovati kao nadareni. Rano 
identifikovanje nadarenih učenika može imati snažan uticaj na njihov dalji razvoj i usmeravanje tokom 
školovanja i karijere, što stvara potrebu za konstantnim radom na unapređenju metoda i tehnika koje se 
koriste u svrhu identifikacije. Relativno nov pravac istarživanja u ovom smeru predstavlja primena metoda 
računarske inteligencije. Konkretno, u ovom radu je predložen ekspertski sistem zasnovan na fazi logici.
Podaci korišćeni u ovom radu tiču se ocena učenika od strane njihovih vršnjaka, nastavnika, roditelja, dok 
se kao vrednost za validaciju rezultata koristi broj poena učenika na testu progresivnih matrica u boji. U 
radu su predložena tri različita fazi sistema zaključivanja, njihovi rezultati su upoređeni i analizirani, a u 
zaključku rada su dati predlozi za dalje istraživanje.

Ključne reči: fazi logika, identifikacija darovitih učenika, ekspertni sistem 

Abstract: The aim of this paper is application of fuzzy inference system in order to identify gifted primary 
school students. The problem of gifted students identification is considered to be increasingly attracting 
nowadays. According to publicly available statistics, only three out of twenty students can be classified as 
gifted ones. Since early identification of gifted students may have a significant influence on future 
development during schooling and career, the need for constant work on identification methods and 
techniques is evident. A relatively new direction of research in this field is related to the application of 
computer intelligence methods. Specifically, in this paper we aim to introduce an expert system based on 
fuzzy logic. The data used in this paper concerns the assessment of students by their peers, teachers, parents, 
while students’ results on the test of progressive color matrices are used for validation. The paper proposes 
three different fuzzy systems. Their results are compared and analyzed within the paper, and in the 
conclusion of the paper suggestions for further research are given.

Keywords: fuzzy logic, identification of gifted students, expert system

1. UVOD
Izgradnja ekspertskih sistema zasnovanih na fazi logici (eng. fuzzy logic) za analizu i unapređenja u oblasti 
obrazovanja je u poslednjih par godina u velikom zamahu. Prostor za uvođenje ovakvih sistema je otvoren 
stvaranjem centralizovanih baza podataka sa arhiviranim ocenama i drugim podacima o učenicima, što je 
dovelo do toga da su podaci dostupniji i podesniji za obradu. Do sada, ekspertski fazi sistemi su se pokazali 
kao izuzetno jasni krajnjim korisnicima koji nemaju mnogo dodira sa informacionim tehnologoijama, a u isto 
vreme i moćni iz ugla tačnosti predviđanja/preporuke. Stoga, identifikacija nadarenih učenika je jedna od 
veoma interesantnih i obećavajućih oblasti za njihovu primenu. Rano prepoznatim nadarenim učenicima 
moguće je i potrebno pružiti dodatne aktivnosti i razvijati ih u pravcu u kom mogu ostvariti svoj puni 
potencijal, dok učenicima identifikovanim kao „slabiji“ moguće pružiti veću podršku i pomoć kako bi 
savladali gradivo. 

Zbog kompleksnosti predviđanja opštih rezultata studenata, pogotovu onih izuzetnih, u oblasti 
obrazovanja izgradnja ekspertnih sistema, kao i primena različitih metoda i tehnika računarske inteligencije i



mašinskog učenja, je i dalje u povoju. Kada posmatramo primenu klasičnih tehnika mašinskog učenja, u
literaturi se predlaže primena različitih algoritama poput naivnog Bajesovog klasifikatora (eng. naive Bayes) 
(Alharbi et al. 2016), metode k najbližih suseda (eng. k-nearest neighbours) (Zohair 2019), dok se drugi 
služe neuronskim mrežama (eng. neural networks) (Arsad and Buniyamin 2013), metodom potpornih 
vektora (eng. support vector machine) (Meier et al. 2015) i stablima odlučivanja (eng. decision tree) (Shahiri 
and Husain 2015). U većini istraživanja se kao ulazne promenljive koriste objektivni pokazatelji poput ocena 
učenika, prisustva i aktivnosti na časovima, itd. S druge strane, korišćenje subjektivnih procena učenika od 
strane njegovih vršnjaka, roditelja, nastavnika i samog učenika nije u toj meri zastupljeno. 

Fazi logika se u većini istraživanja koristi kao jedan, vrlo značajan, deo sistema za predviđanje i procenu 
nadarenosti učenika. U (Taylan and Karagözoğlu 2009) nailazimo na jedan interesantan pristup problemu 
predviđanja integracijom neuronskih mreža i fazi logike, tj. hibridizacijom. Na taj način, moguće je uključiti
ljudsko ekspertsko znanje u veštački proces učenja neuronske mreže. U radu se kao osnov za predviđanje
koriste finalne ocene američkih studenata na kraju srednje škole. Rad predlaže primenu adaptivnog neuro 
fazi sistema (eng. adaptive neuro-fuzzy inference system, ANFIS). U (Ajiboye et al. 2013), autori primenjuju
samo fazi logiku za rešavanja problema klasifikacije učenika. Cilj ovog rada je predviđanja rizika 
obnavljanje godine fakulteta za brucoše, odnosno odrediti koji su studenti visokog rizika i preventivno im 
pružati podršku i dodatne časove i materijale. Kao ulaze koriste ocene sa prijemnog ispita, nivo obrazovanja 
roditelja, mesto boravka, itd. U (Hamsa et al. 2016), problem predviđanja uspešnosti studenata završnih 
godina se rešava korišćenjem stabla odlučivanja i fazi genetskog algoritma, gde su kao ulazi korišćeni ocene 
na ispitima. Cilj rada je sličnog altruističkog karaktera kao i u (Ajiboye et al. 2013).

Identifikacija nadarenih mladih učenika je glavna tema ovog rada. Problem identifikacije učenika sveden 
je na problem rangiranja primenom fazi sistema zaključivanja. Učenici su rangirani na osnovu subjektivnih 
procena njihovi vršnjaka, profesora i roditelja, kao i samoocene učenika, što se ne koristi često u sličnim 
radovima, te ovaj čini unikatnijim. Sve ocene su prikupljene u okviru istraživanja na teritoriji Republike 
Srpske (Milić and Simeunović 2017). Za svrhu ovog rada kreirana su tri ekspertna fazi sistema za 
identifikovanje nadarenih učenika. Sistemi su zasnovani na ako-onda pravilima zaključivanja na osnovu 
kojih je sistem u mogućnosti da odredi izlaz iz sistema, odnosno da li je i u kojoj meri učenik darovit. 
Takođe, sprovedena je analiza podataka na osnovu koje su izdvojene značajne informacije za eksperta pri 
donošenju odluka, kao i koji je najbolji način za izgradnju što preciznijeg ekspertnog sistema. Uporednom 
analizom rezultata utvrđuje se koji sistem je najprecizniji. 

Rad je dalje organizovan na sledeći način. U narednom poglavlju će biti opisani osnovni koncepti i 
istorija fazi logike i fazi sistema, njihova primena i značaj. U trećem poglavlju su predstavljeni su predloženi 
fazi sistemi, podaci i sam eksperiment. Takođe, dati su rezultati predviđanja tih sistema kao i uporedna 
analiza rezultata. Najvažniji zaključci i preporuke za dalje istraživanje navedeni su u poslednjem, četvrtom 
poglavlju rada.  

2. FAZI LOGIKA
Teoriju fazi skupova i fazi logiku je sredinom šezdesetih godine dvadesetog veka uveo Lotfi Zade (Zadeh 
1965). Fazi logika predstavlja matematički aparat za rad sa nepreciznim informacijama koji, za razliku od 
Aristotelove logike, omogućava modelovanje parcijalne istinitosti (Ross 2010). Drugim rečima, ona
omogućava definisanja nivoa istinitosti iskaza ili nivoa posedovanja osobine određenog objekta radi 
gradacije (Zadeh 1965).

Fazi logika i fazi skupovi su primenu pronašli u sledećim kontekstima: 1) u situacijama koje uključuju 
veoma kompleksne sisteme čije ponašanje nije lako za razumevanje i 2) u situacijama gde je prihvatljivo
približno, ali brzo rešenje nekog problema (Ross 2010).

Osamdesetih godina prošlog veka teorija fazi skupova privlači pažnju praktičara iz različitih oblasti.
Naime, sistemi zasnovani na fazi logici uspešno su primenjeni u ralizičitim oblastima poput upravljanja 
automobilima, vozovima, fotoaparatima, mašinama za pranje veša, itd. Trenutno se različiti modeli 
zasnovani na teoriji fazi skupova primenjuju u ekonomiji, psihologiji, lingvistici, politici, filozofiji, kao i u 
modelovanju konsenzusa i rešavanju konflikta. 

2.1 Fazi skupovi i fazi sistemi zaključivanja
Fazi skup predstavlja uopštenje pojma klasičnog skupa u smislu da element može samo delimično da pripada 
fazi skupu. Za razliku od klasičnih skupova i klasične logike koja se zasniva na zakonu isključenja trećeg 
koji je formulisao Aristotel i koji tvrdi da element ili pripada ili ne pripada skupu, kod fazi skupova se 
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svakom elementu pridružuje funkcija pripadnosti koja označava stepen pripadnosti tog elementa 
posmatranom skupu. 

Funkcija pripadnosti mapira vrednosti originalnih podataka u vrednosti u intervalu [0,1]. Ova funkcija 
može imati linearnu ili nelinearnu prirodu. Neke od najkorišćenijih funkcija pripadnosti su trougaona, 
trapezoidna, sigmoidna, Gausova funkcija, itd. U implementaciji fazi kontrolera u ovom eksperimentu 
korišćene su trougaone i trapezoidne funkcija pripadnosti, koje su ujedno i najjednostavnije je primenu. 

Kako fazi logika predstavlja generalizaciju standardne dvovrednosne logike, tako i operatore konjukcije,
disjunkcije i negacije treba definisati kao funkcije koje mogu da procesiraju sve moguće fazi vrednosti sa 
jediničnog intervala. Postoje mnogobrojne realizacije logičkih operatora u fazi okruženju koje mogu da 
odgovore na ovaj zahtev. Neke od najpoznatijih i najčešće korišćenih fazi realizacija operatora konjunkcije i 
disjunkcije jesu funkcije min i max, kao i standardni proizvod i algebrarska suma. Kao operator negacije u
fazi okruženju se najčešće koristi operacija a =1 – a (Ross 2010). 

Ideja fazi sistema zaključivanja je da mapira vektor klasičnih „krisp“ vrednost (eng. crisp) u „krisp“ izlaz 
pomoću teorije fazi skupove i fazi logike. U literaturi je predložen niz različitih sistema zasnovanih na fazi 
logici, od kojih su najpoznatiji Mamdani sistem i Takagi-Sugeno sistem (Ross 2010). Ovi sistemi su 
primarno oslonjeni na mehanizam zaključivanja baziran na ako-onda pravilima. Ako-onda pravila za premisu 
imaju logički izraz u kome figuriraju logički operatori i funkcije pripadnosti fazi skupova, dok posledica 
pravila je fazi skup ili klasična fukcija. Ova pravila su mahom produkt ekspertskog znanja, ali ih je moguće i 
„naučiti“ iz podataka. 

Evaluacija Mamdani fazi sistema zaključivanja se sastoji od sledećih koraka (Jang and Gulley 2014):
Fazifikacija ulaza – Ova faza podrazumeva rešavanje nepreciznosti u fazi tvrdnjama koje se postiže
normalizovanjem ulaza fazi skupova tako da oni imaju vrednosti iz intervala [0,1] pomoću funkcija
pripadnosti.
Primena fazi operatora – Ako se pravilo sastoji iz više delova, potrebno je primeniti operator koji ih
povezuje i na taj način dobiti jedan broj iz intervala [0,1]. Ovu vrednost zovemo stepenom podrške
pravila.
Primena metoda implikacija – Oblikovanje fazi skupa korišćenjem stepena podrške pravila.
Agregacija rezultata svih pravila – Ova faza podrazumeva primenu odabranog operatora agregacije
nad dobijenim fazi skupovima nakon primene implikacije u svakom ako-onda pravilu. Neki od često
korišćenih operatora agregacije u ovu svrhu su max, ta klasična i algebarska suma.
Defazifikacija – U ovoj fazi dobija se klasična vrednost kao izlaz fazi sistema pomoću odabrane
metode za transformaciju fazi skupa u klasičan broj. Najčešće korićena metoda u ovu svrhu je
računanje centroida.

Korišćenjem samo jednog pravila, proces fazi zaključivanja često nije efektivan. U praksi se uglavnom 
koristi više pravila, a sva pravila se izvršavaju paralelno tako da njihov redosled nije bitan. Kao izlaz iz 
svakog pravila dobija se fazi skup, a zatim se vrši njihova agregacija u cilju dobijanja samo jednog skupa. Na 
kraju, procesom defazifikacije dobijenog skupa, dobija se realan broj. 

3. EKSPERIMENT
U ovom poglavlju detaljno su opisani predloženi fazi sistemi zaključivanja. Takođe, dat je opis korišćenog
skupa podataka, postavka eksperimenta i predstavljeni su najvažniji rezultati.

3.1. Podaci 
Za potrebe ovog rada korišćeni su podaci prikupljeni tokom istraživanja sprovedenog nad skupom od 151 
učenika (Milić and Simeunović 2017), pri čemu je 79 učenika trećeg i 72 učenika četvrtog razreda. Korišćeni 
podaci predstavljaju procene sposobnosti učenika od strane nastavnika, roditelja, vršnjaka kao i njih samih. 
Procenjivači su popunjavali upitnike koji sadrže 135 tvrdnje koje se odnose na devet područja darovitosti,
koje je definisao psiholog Hauard Gardner (Gardner 2011): verbalno lingvistička, logičko-matematička,
vizuelno-prostorna, telesno-kinetička, muzičko-ritmička, interpersonalna, intrapresonalna, prirodnjačka i
filozofsko-duhovna. Zadatak procenjivača je da oceni slaganje sa svakom tvrdnjom na petostepenoj skali
Likertovog tipa. Opseg procena je od 15 do 75.

Cilj eksperimenta je klasifikovati učenika kao nadarenog ili ne prema rezultatima testa progresivnih 
matrica u boji (PMB). Učenici su kategorisani prema skali iz literature (Milić and Simeunović 2017) na 
sledeći način: učenici trećeg razred koji imaju 31 ili više poena na testu progresivnih matrica u boji su 
klasifikovani kao nadareni; učenici četvrtog razreda koji imaju 32 ili više poena su klasifikovani kao 
nadareni. Maksimum broj poena koje je moguće ostvariti na testu je 36. Pored ocena četiri procenjivača za 



svih devet sposobnosti i ocena sa testa, u skupu podataka nalaze se i podaci o polu procenjivača, razredu 
vršnjaka i učenika, stručnoj spremi nastavnika i roditelja, kao i radnom stažu nastvanika, ali ti podaci nisu 
korišćeni u ovom istraživanju. 

Sledeća faza u istraživanju je bila detaljna analiza podataka kako bi se dobio pravi uvid u njihovu prirodu,
na osnovu čega bi bila izvršena kasnija implementacija ekspertskog znanja u fazi sisteme zaključivanja. U
ovu svrhu korišćen je programski jezik R.

3.2. Predloženi fazi sistemi zaključivanja
U ovom poglavlju biće prikazana tri fazi sistema predložena da na odgovarajući način „meko“ procenjuju
nadarenost učenika. Prvi fazi sistem ima 36 ulaza (ocene svih tipova sposobnosti od strane sva četiri
procenjivača). U cilju izbegavanja efekta ekstremnih vrednosti koje bi mogle da na negativan način utiču na 
rezultate, kao ulaze za drugi fazi sistem uzimamo samo prosečne ocene svake sposobnosti, dok se u trećem 
slučaju koriste takođe agregirane ocene ali pomoću novi fazi sistema. Izlaz iz sva tri fazi sistema daje
informaciju o tome da li učenika treba svrstati u kategoriju nadarenih ili ne.

Prvi fazi sistem zasnovan je na Mamdani sistemu zaključivanja, i sadrži 36 ulaznih promenljivih, jednu 
izlaznu promenljivu i 10 pravila. Svi ulazi predstavljeni su pomoću tri trougaone funkcije pripadnosti na 
intervalu [15,75] u skladu sa već pomenutim opsegom procene. Funkcije pripadnosti su iste za sve ulazne 
varijable i označavaju nisko, srednje i visoko posedovanje osobine, od čega su nam za dalje istraživanje 
funkcije srednje i visoko od velike važnosti. Vrednosti koje definišu fazi skupove odabrane su u skladu sa 
prethodno sprovedenim analizama, posebno raspodelama svih procena. Takođe, pre postavlja konačnih 
vrednosti konsultovan je domenski ekspert. Pravila su definisana po ugledu na dva pravila selekcije 
predložena u okviru projekta identifikacija darovitih učenika nižih razreda osnovnih škola na teritoriji 
Republike Srpske (Milić and Simeunović 2017) koja diferenciraju nadarenu od prosečne dece. Naime, 
učenik se smatra nadarenim ukoliko je od svakog procenjivača po svakoj sposobnosti dobio ocenu srednje ili
ako je od sva četiri procenjivača za najmanje jednu sposobnost dobio ocenu visoko. Na ovaj način je 
definisano svih 10 pomenutih pravila.

Drugi fazi kontroler, takođe zasnovan na Mamdani sistemu zaključivanja, kao ulaze uzima prosečnu 
ocenu za svaku od devet sposobnosti. Sistem ima jedan izlaz i dva pravila. Funkcije pripadnosti za ove 
promenjive su definisane na sličan način kao za prvi kontroler. Svaka ulazna varijabla predstavljena je sa tri 
trougaone funkcije pripadnosti. Izlaz je definisan na identičan način kao u prvom fazi kontroleru, pri čemu je 
10 pravila iz prvog kontrolera integrisano u dva jer je procena jedne sposobnosti od strane sva četiri
procenjivača svedena na prosečnu ocenu određene osobine. Konkretno, učenik se smatra nadarenim ukoliko 
su mu prosečne ocene svih sposobnosti ocenjene sa srednje ili ukoliko je bar jedna prosečna ocene njegove 
sposobnosti ocenjena sa visoko. Struktura ovog kontrolera je izuzetno jednostavna i lako ga je tumačiti.

Ideja izgradnje i trećeg ekspertnog sistema je povećanje preciznosti selekcije nadarenih učenika uz pomoć 
fazi agregisanih ocena sposobnosti kao ulaza, dok pravila i izlazi ostaju nepromenjeni u odnosu na drugi fazi 
sistem. Kako bi se dobile fazi agregisane sposobnosti, za svaku od devet sposobnosti kreiran je dodatni fazi 
kontroler. Za svaki fazi kontroler korišćen je Mamdani sistem zaključivanja, koji se sastoji od četiri ulaza i 
jednog izlaza, dok su pravila definisana u skladu sa prethodno sprovedenim analizama i njihov broj je različit 
kod svakog od kontrolera. Ulaze u svaki od devet već pomenutih kontrolera predstavljaju ocene sva četiri 
procenjivača. Kako se ponovo radi o ocenama procenjivača, svi ulazi su, kao i u prethodna dva fazi sistema, 
predstavljeni sa tri trougaone funkcije pripadnosti na intervalu [15,75] definisane kao nisko, srednje i visoko.
Izlaz iz sistema daje informaciju o fazi agregisanoj oceni za svaku sposobnost posebno koja će se, kao što je 
već spomenuto, koristiti kao ulaz u treći fazi sistem. Izlazna promenljiva opisana je takođe pomoću tri 
trougaone funkcije pripadnosti, low, medium i high na intervalu [15,75]. Detaljnom analizom i dubljim 
zalaženjem u materiju problema, definišu se nova pravila prilagođena svakoj od sposobnosti. Ukoliko 
mišljenja sva četiri procenjivača nisu usklađena pri ocenjivanju određene sposobnosti, analizira se korelacija 
između ocena procenjivača, na osnovu koje se dodeljuju težine pravilima u cilju dobijanja objektivnije fazi 
agregisane ocene, a kasnije i preciznije selekcije nadarenih učenika. Naime, pravilima u kojima se poklapaju 
mišljenja procenjivača, čije ocene nisu korelisane, odnosno nemaju uticaja jedna na drugu biće dodeljena 
veća težina nego pravilima u kojima se poklapaju mišljenja procenjivača čije su ocene visoko korelisane za 
određenu sposobnost. U konkretnom ekperimentu, najveću korelaciju za većinu sposobnosti ima stav 
vršnjaka i samog učenika, dok je korelacija vrlo mala između vršnjaka i nastavnika kao i između 
samoprocene učenika i procene nastavnika. Ocena roditelja i nastavnika je srednje korelisana. Ovaj sistem 
procene je najkomplikovaniji od svih predloženih i njegova osnovna ideja je da prevaziće mane klasičnih 
statističkih operatora usrednjavanja.



3.3. Uporedna analiza rezultata 
U ovom delu rada predstavljena je uporedna analiza rezultata dobijenih predloženim fazi sistemima.

Kao ocenu uspešnosti fazi sistema zaključivanja i ispravnosti odluka koje donose, košćeni su elementi 
klasifikacione matrice konfuzije, tačnost klasifikacija, kao i dodatni pokazatelj koji je od posebnog značaja 
za posmatrani problem: 

Broj učenika koje je ekspertni sistem okarakterisao kao nadarene i koji jesu nadareni (stvarno
pozitivni – SP).
Broj učenika koje je ekspertni sistem okarakterisao kao nadarene, a oni to nisu (lažno pozitivni – LP).
Broj učenika koji su nadareni, a ekspertni sistem ih nije prepoznao (lažno negativni – LN).
Broj učenika koje je ekspertni sistem okarakterisao kao nadarene i koji su na testu inteligencije
ostavrili maksimalan broj poena (MBP).
Ukupna tačnost.

Prema rezultatima testa PMB, nadarenih učenika je 115, a njih 27 je ostvarilo maksimalan broj poena. 

Tabela 1: Uporedna analiza sva tri fazi sistema
Prvi fazi sistem Drugi fazi sistem Treći fazi sistem

SP 15 37 68
LP 1 8 1
LN 100 78 47
MBP 3 10 20
Ukupna tačnost 33% 43% 68%

Prvi predloženi sistem beleži izuzetno loše rezultate u smislu da prepoznaje tek 15% zaista nadarenih 
učenika i ima ukupnu tačnost od 33%. Zapažamo da jedan nedostatak prvog fazi sistema, broj nadarenih 
učenika koje ekspertni sistem nije u stanju prepozna je unapređen izgradnjom drugog fazi sistema, koji je taj 
broj smanjio sa 100 na 78. Međutim, kod drugog fazi sistema zapažemo skok u broju učenika koji su netačno
proglašeni nadarenim, što ga čini nepouzdanim. Analizom ocena ovih učenika zaključujemo da daju sebi 
veoma visoke ocene, kao i da nastavnici i roditelji prepoznaju sposobnosti konretnog učenika na jedan način,
dok ih vršnjaci, kao i sam učenik doživljavavaju drugačije. Oba zapažanja nameću ideju o subjektivnosti i 
kako drugi fazi sistem radi sa prosečnim ocenama kao ulazima, pristrasnost pri ocenjivanju, kao i formiranje 
ocene pod uticajem mišljenja nekog od procenjivača, dovode do pogrešnog izlaza. Ukupna tačnost ova ova 
sistema je ispod 50%, što ih čini tek neuspešnim pokušajem modelovanja ovog problema i u potpunosti 
nepodesnim za primenu. 

Treći fazi sistem koji kao ulaze uzima fazi agregisane ocene sposobnosti predstavlja osetno unapređenje u 
odnosu na prethodno prikazane fazi sisteme spuštajući broj učenika koji su netačno proglašeni nadarenim, uz 
paralelni rast broja tačno klasifikovanih darovitih učenika. Takođe, treći fazi sistem je prepoznao 74% 
najdarovitijih učenika, onih koji su postigli maksimalan broj poena na PMB testu, što je i najveće dostignuće 
ovog rada.

Uzimajući u obzir sve navedeno, zaključujemo da treći fazi sistem donosi najbolje odluke, što se
očigledno vidi i na Grafiku 1. 

Grafik 1: Grafički prikaz rezultata sva tri fazi sistema



4. ZAKLJUČAK
Cilj ovog rada bio je kreiranje ekspertnog fazi sistema koji će biti u stanju da razlikuje nadarene od 
nenadarenih učenika koristeći ocene koje su učenici dobili od nastavnika, roditelja i vršnjaka, kao i ocenu 
kojom su ocenili sami sebe. Izgrađena su tri ekspertna sistema i sva tri su zasnovana na fazi logici. Ulazi kod 
prvog fazi sistema predstavljaju sve ocene već pomenutih procenjivača za stepen razvijenosti devet vrsta 
inteligencija kod učenika. Drugi fazi sistem kao ulaze prima prosečne ocene, dok treći radi sa agregisanim 
fazi ocenama. 

Analizirani su rezultati sva tri kontrolera, nakon čega se zaključuje da je moguće kreirati ekspertni sistem 
koji će sa određnom preciznošću pronalaziti nadarene učenike. Međutim, kako se ideja fazi pristupa zasniva 
na implementaciji ekspertskog znanja o procesu u sam algoritam kontrolera, zaključuje se da izgradnji 
kontrolera mora da prethodi detaljna analiza nad skupom podataka sa kojim radimo, što pokazuju i rezultati 
ovog rada. Detaljnijom analizom i donošenjem zaključaka o odnosima među podacima u stanju smo da 
kreiramo ekspertni sistem koji donosi bolje rezultate. 

Zapažamo da čak i fazi sistem koji donosi najbolje rezultate ima svojih mana. Svakim novim saznanjem o 
skupu podataka sa kojim se radi je implementiran precizniji fazi sistem. Izvesno je da se proširenjem skupa 
podataka, kao i dodatnim analizama nad tim skupom mogu uočiti dodatni paterni i pravila koja bi dodatno 
unapredila ekspertni sistem. 

Takođe, upoznavanje sa fazi skupovima tipa 2 i njihovom mogućnošću primene u prepoznavanju 
nadarenih učenika može dodatno unaprediti ekspertni sistem, ukoliko se pokaže da su fazi skupovi tipa 2 
bolji klasifikatori darovitih učenika od klasičnih fazi sistema. 
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Rezime: U ovom radu prikazana je primena neuronskih mreža za predviđanje cenovnog trenda akcija 
korišćenjem pokazatelja fundamentalne i tehničke analize. U tu svhu konstruisan je sistem u programskom 
jeziku Python korišćenjem MLPClassifier-a iz paketa scikit-learn. Predloženi sistem koristi višeslojni 
perceptron sa prostiranjem signala unapred. Za obučavanje mreže koristi se algoritam prostiranja greške 
unazad. Za istraživanje su korišćeni petogodišnji podaci o kratanju cena akcija iz S&P berzanskog indeksa u 
periodu od 2015. do 2020. godine. Cilj istraživanja je da se testiraju različite topologije i parametri 
neuronske mreže sa prostiranjem signala u napred u predviđanju cenovnog trenda akcija. U tu svrhu izvršen 
je veći broj predviđanja korišćenjem različitih broja skrivenih slojeva, tipa aktivacione funkcije, broja i tipa 
ulaznih promenljivih.  

Ključne reči: Veštačke neuronske mreže, predviđanje, cenovni trend, tehnička analiza, fundamentalna 
analiza. 

Abstract: This paper presents the application of neural networks for predicting the price trend of stocks 
using indicators of fundamental and technical analysis. For this purpose, a system in the Python 
programming language was constructed using MLPClassifier from the scikit-learn package. The proposed 
system uses a multilayer perceptron with forward signal propagation. A back propagation algorithm is used 
to train the network. Five-year data on the movement of stock prices from the S&P stock exchange index in 
the period from 2015 to 2020 was used for the research. The aim of the research is to test different 
topologies and parameters of the neural network with forward signal propagation in predicting the price 
trend of stocks. For this purpose, a number of predictions were made using different numbers of hidden 
layers, types of activation function, number and type of input variables. 

Keywords: Artificial neural networks, prediction, price trend, technical analysis, fundamental analysis. 

1. UVOD
Predviđanje cena akcija predstavlja težak, ali vrlo popularan problem. Konvencionalni metodi predviđanja 
uključuju (Atsalakis & Valavanis, 2010): autoregresivne modele (eng. Auto-Regressive, AR), autoregresivne 
modele pokretnih proseka (eng. Auto-Regressive Moving Average, ARMA), autoregresivne integrisane 
modele pokretnih proseka (eng. Auto-Regressive Integrated Moving Average, ARIMA), generalizovane 
autoregresivne modele uslovne heteroskedastičnosti (eng. Generalized Auto-Regressive Conditional 
Heteroscedasticity, GARCH) i modeli stohastičke volatilnosti (eng. Stochastic Volatility, SV). Sa druge 
strane, vrlo često se koriste i metodi mekog računarstva (Atsalakis & Valavanis, 2009), koji obuhvataju 
veštačke neuronske mreže (eng. Artificial Neural Networks, ANN), genetske algoritme (eng. Genetic 
Algorithms, GA), fazi logiku (eng. Fuzzy Logic, FL), kao i na njima zasnovane hibridne tehnike.  

Dva su osnovna pristupa (škole mišljenja) u finansijskoj analizi (Beyaz, Tekiner, Zeng & Keane, 2018): 
tehnička analiza (eng. Technical Analysis, TA) i fundamentalna analiza (eng. Fundamental Anaylsis, FA). TA 
koristi matematičke indikatore (eng. Matehmatical Indicators), trend linije (eng. Trendlines) i grafičke 
obrasce (eng. Chart Patterns) kako bi analizirala postojeća i anticipirala buduća cenovna kretanja. FA koristi 
podatke iz finansijskih izveštaja pomoću kojih se formiraju finansijska racija (eng. Financial Ratios), na 
osnovu kojih se analizira finansijsko stanje u kompaniji odnosno vrši njeno vrednovanje.



U ovom radu predložen je sistem za predviđanje cenovnog trenda koji se zasniva na veštačkim 
neuronskim mrežama sa prostiranjem signala unapred (eng. feedforward network). Predloženi sistem koristi 
pokazatelje fundamentalne i tehničke analize kao ulazne promenljive na osnovu kojih obučava model za 
predviđanje. Za implementaciju sistema korišćen je programski jezik Python i njegov paket za mašinsko 
učenje scikit-learn. Testiranje sistema izvršeno je na akcijama sa američkog berzanskog tržišta, konkretno 
nad 391 kompanijom iz S&P 500 indeksne korpe. Tokom testiranja korišćene su različite topologije i 
parametri veštačke neuronske mreže, sa ciljem da se utvrdi ona koja generiše najtačnija predviđanja. Za 
istraživanje su korišćeni podaci u petogodišnjem periodu od 2015. do 2020. godine. Za obučavanje je 
korišćeno 70% prikupljenog uzorka (od 11.3.2015. godine do 14.8.2018. godine), dok su predviđanja vršena 
na preostalih 30% podataka (od 15.8.2018. godine do 10.2.2020. godine).

U nastavku rada dat je kratak pregled literature. Potom je opisan korišćeni sistem za predviđanje cena 
akcija, zasnovan na veštačkim neuronskim mrežama. Slede rezultati primene predloženog sistema na 
podacima sa američkog berzanskog tržišta. Na kraju, data su zaključna razmatranja i pravci budućeg 
istraživanja.

2. PREGLED LITERATURE
Veštačke neuronske mreže su nastale pedesetih i šezdesetih godina prošlog veka (Nielsen, 2015). Od tada, 
postale su vrlo popularan alat za mašinsko učenje koji se koristi u problemima predviđanja i klasifikacije 
(Paliwal & Kumar, 2009). Neke od oblasti u kojima je njihova upotreba posebno popularna su:

predviđanje vremeskih serija (Tealab, 2018), posebno finansijskih vremenskih serija (Huang, Lai,
Nakamori & Wang, 2004; Atsalakis & Valavanis, 2009; Dase & Pawar, 2010; Vui, Soon, On, Alfred
& Anthony, 2013);
prepoznavanje lica (Tolba, El-Baz & El-Harby, 2006; Kasar, Bhattacharyya & Kim, 2016);
medicinskoj dijagnostici (Lisboa & Taktak, 2006; Amato, López, Peña-Méndez, Vaňhara, Hampl &
Havel, 2013);
vremenskoj prognozi (Wu & Hong, 2007; Shrivastava, Karmakar, Kowar & Guhathakurta, 2012) itd.

U cilju predviđanja cenovnog trenda na berzi, Lahmiri (2011) koristi neuronsku mreža zasnovana na 
verovatnoći (eng. Probabilistic Neural Network), sa dva skrivena sloja i eksponencijalnom aktivacionom 
funkcijom. Kao ulazi u mrežu korišćeni su pokazatelji tehničke analize, odabrane makroekonomske varijable 
i njihova kombinacija . Pri obučavanju mreže optimizovana je funkcija gustine verovatnoće primenjena u 
prvom skrivenom sloju, tj. optimizovan je faktor ravnanja Gausovih krivih korišćenih za konstrukciju 
funkcije. Eksperiment je izvršen na podacima kompanija koje pripadaju S&P 500 indeksu u periodu od 11. 
januara 2000. godine do 31. januara 2008. Dobijena je preciznost od 53% za makroekonomske varijable i 
kombinovane ulaze, dok je tačnost predviđanja za tehničke pokazatelje iznosio 54%. 

Još jedno je interesantno istraživanje (Guresen, Kayakutlu & Daim, 2011), koje ima za cilj da uporedi 
performanse različitih modela veštačkih neuronskih mreža u predviđanju finansijskih vremenskih serija. U 
radu su upoređene mreža sa klasičnom arhitekturom višeslojnog perceptrona, dinamička mreža i hibrid koji 
koristi kombinaciju jedne od ove dve mreže sa GARCH modelom. Najmanju grešku prilikom testiranja 
ostvarila je dinamička neuronska mreža, nakon nje višeslojni perceptron, dok su hibridni modeli ostvarili 
značajno veće greške.

U istraživanju gde su se poredili rezultati više tipova veštačkih neuronskih mreža (Persio & Honchar, 
2016), najbolje rezultate imala je konvoluciona neuronska mreža (eng. Convolutional Neural Network). Kao 
ulazne varijable korišćeni su dnevni prinosi cena akcija za kompanije iz S&P 500 indeksa u periodu od 1950. 
do 2016. godine. Korišćena je mreža sa dva sloja , gde se u gustom sloju (eng. Dense Layer) nalazilo 250
neurona. Mreža ima jedan konvolucioni sloj sa 64 filtera i koristi optimizujuću funkciju AdaDelta.
Postignuta je preciznost od 54%. 

3. OPIS SISTEMA
U ovom radu predložen je sistem za predviđanje cenovnog trenda akcija. Predloženi sistem zasnovan je na 
veštačkoj neuronskoj mreži i koristi pokazatelje fundamentalne i tehničke analize kao ulazne promenljive za 
predviđanje cenovnog trenda. Sistem se sastoji od četiri celine (Slika 1):

baza podataka,
pretprocesiranje,
veštačka neuronska mreža i
izveštavanje.
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U bazi podataka se čuvaju izvorni podaci preuzeti preko API servisa financialmodelingprep.com pomoću 
Java programskog jezika. Izvorni podaci se sastoje od tržišnih podataka (cene i obimi trgovanja) i podataka 
iz finansijskih izveštaja kompanija (bilansi stanja, uspeha i novčanih tokova).  

U okviru podsistema za pretprocesiranje, izvorni podaci se najpre prečišćavaju (otklanjanje podataka sa 
greškom, popunjavanje nedostajućih vrednosti, grupisanje podataka i njihovo sortiranje), nakon čega se vrši 
izračunavanje vrednosti finansijskih racija i tehničkih indikatora na osnovu prosečne obimom ponderisane 
cene (eng. Volume Weighted Average Price, VWAP).  

U okviru sistema implementirana su sledeća finansijska racija: odnos tržišne cene i dividende (eng. Price 
per Dividend, P/Div), odnos tržišne cene i zarade (eng. Price per Earnings, P/E), odnos tržišne cene i 
prodaje (eng. Price per Sales, P/S), odnos tržišne i knjigovodstvene cene (eng. Price per Book, P/B), neto 
profitna marža (eng. Net Profit Margin, NPM), prinos na aktivu (eng. Return on Assets, ROA), racio obrta 
sredstava (eng. Asset Turnover, AT), trenutni racio (eng. Current ratio, CR) i odnos duga i ukupne aktive 
(eng. Debt to Assets, D/A).

Od tehničkih indikatora implementirani su: stohastički oscilator (eng. Stochastic Oscillator), stopa 
promene (eng. Rate of Change, ROC), eksponencijalni pokretni prosek (eng. Exponential Moving Average, 
EMA), relativni indeks snage (eng. Relative Strength Index, RSI), indeks obima-cene (eng. Volume-Price 
Index), indikator akumulacije/distribucije (eng. Accumulation/Distribution, A/D), indeks tokova novca (eng. 
Money Flow Index, MFI), pokretna standardna devijacija (eng. Moving Standard Deviation, MSD), prosečni 
stvarni raspon (eng. Average True Range, ATR) i indeks robnog kanala (eng. Commodity Channel Index, 
CCI).  

U poslednjem koraku pretprocesiranja, vrši se prepoznavanje cenovnog trenda. Trend se identifikuje 
korišćenjem dnevnih cenovnih prinosa: ukoliko je tri od pet poslednjih dnevnih prinosa pozitivno i 
petodnevni prinos takođe pozitivan, trend se identifikuje kao pozitivan (vrednost 1). U suprotnom, ako je tri 
od pet poslednjih dnevnih prinosa negativno i petodnevni prinos takođe negativan, cenovni trend se 
identifikuje kao negativan (vrednost -1). Konačno, ukoliko nije ispunjen nijedan od prethodna dva uslova 
onda nema cenovnog trenda (vrednost 0).  

Slika 1: Predloženi sistem za predviđanje cenovnog trenda

Veštačka neuronska mreža koja je odabrana je višeslojni perceptron sa prostiranjem signala unapred (eng. 
feedforward network). Ovakve mreže se češće koriste od rekurentnih mreža (eng. recurrent networks) jer su 
njihovi algoritmi za učenje moćniji (Nielsen, 2015). Obučavanje mreže vršeno je pomoću algoritma sa 
prostiranjem greške u nazad (eng. backpropagation algorithm). Za realizaciju mreže korišćen je 
MLPClassifier iz paketa scikit-learn za Python programski jezik. Prilikom treniranja i testiranja mreže ulazni 
podaci se dele u odnosu 70:30 (70% za treniranje, 30% za testiranje).  

Za merenje performansi predviđanja koristi se tačnost (eng. accuracy). Za svaku akciju izvršeno je 100 
predviđanja, na osnovu kojih je izračunata prosečna tačnost predviđanja koja se prikazuje u okviru konačnog 
izveštaja. 



4. REZULTATI
U okviru ovog rada vršeno je predviđanje cenovnog trenda akcija na američkom berzanskom tržištu. Podaci 
preuzeti sa financialmodelingprep.com obuhvataju kompanije iz Standard i Purovog indeksa 500 najvećih 
američkih kompanija (eng. Standard&Poor`s 500 Index, S&P 500). Od početnih 500 akcija, nakon 
prečišćavanja podataka preostalo je 391 kompanija sa validnim podacima.

U ovom istraživanju izvršeno je 12 predviđanja pomoću predloženog sistema sa različitim 
podešavanjima. Korišćene su jednoslojna i dvojslojna mreža, zatim linearna (lin) i hiperbolička (tanh) 
aktivaciona funkcija, dok su kao ulazi korišćeni zasebno pokazatelji FA (9 finansijskih racija + stohastički 
oscilator) i TA (10 tehničkih indikatora), kao i njihova kombinacija (19 pokazatelja). U slučaju kada je 
korišćena jednoslojna mreža broj neurona u skirvenom sloju jednak je broju ulaznih promenljivih (10 u 
slučaju kada su FA i TA korišćene zasebno, 19 kada su korišćene zajedno). U dvojslojnoj mreži, drugi 
skriveni sloj ima upola manje neurona nego prvi.   

Za obučavanje veštačke neuronske mreže korišćeno je 70% prikupljenih podataka (3,5 godine), odnosno 
podaci iz perioda od 11.3.2015. godine do 14.8.2018. godine. Predviđanje cenovnog trenda vršeno je u 
periodu od 15.8.2018. do 10.2.2020. godine (1,5 godina).   

Tabela 1: Zbirni rezutati predviđanja
Parametri

Ulazi
Dvoslojna mreža Jednoslojna mreža

lin tanh lin tanh
FA+TA 61% 60% 62% 61%

FA 64% 63% 64% 64%
TA 65% 63% 65% 65%

U Tabeli 1 prikazani su zbirni rezultati predviđanja za različite parametre. Predviđanja dobijena 
korišćenjem jednoslojne mreže u proseku su tačnija od predviđanja dobijenih na osnovu dvoslojne mreže. 
Isto tako, korišćenje linearne aktivacione funkcije proizvodi tačnija predviđanja u odnosu na hiperboličku 
funkciju. Iznenađujuće, tehnička i fundamentalna analiza pojedinačno daju bolje rezultate predviđanja nego 
kada se njihovi pokazatelji kombinuju, pri čemu su predviđanja na osnovu tehničke analize najtačnija. 

Tabela 2: Pojedinačni rezultati predviđanja 
Parametri

Ulazi

Dvoslojna mreža Jednoslojna
FA+TA FA TA FA+TA FA TA

lin tanh lin tanh lin tanh lin tanh lin tanh lin tanh
Apple 66% 68% 62% 61% 61% 62% 66% 68% 63% 62% 61% 61%

Emerson 72% 72% 67% 67% 69% 70% 72% 70% 68% 67% 70% 71%
Cisco 72% 71% 67% 66% 68% 70% 71% 70% 67% 66% 67% 68%
eBay 72% 72% 67% 67% 69% 71% 71% 72% 68% 68% 69% 69%

NVIDIA 70% 69% 61% 58% 66% 62% 73% 72% 62% 62% 66% 67%

Tabela 2 prikazuje pojedinačne rezultate predviđanja za pet izabranih kompanija: Apple, Emerson 
Electric Co., Cisco Systems, eBay i NVIDIA Corporation. Ove kompanije su odabrane tako da predstavljaju 
različite industrije i različita cenovna kretanja u posmatranom periodu. Na izabranim akcijama, kao i u 
zbirnim rezultatima, jednoslojna mreža daje tačnija predviđanja od dvoslojne. Takođe, linearna aktivaciona 
funkcija daje tačnija predviđanja od hiperboličke. Za razliku od zbirnih rezultata, u izabranim pojedinačnim 
slučajevima kombinacija tehhničke i fundamentalne analize daje tačnija predviđanja od pojedinačnih.  

5. ZAKLJUČAK
U radu je predložen sistem za predviđanje cenovnog trenda pomoću veštačke neuronske mreže sa
prostiranjem signala unapred na osnovu pokazatelja tehničke i fundamentalne analize. Predloženi sistem je 
testiran na američkom tržištu akcija, za 391 kompaniju iz indeksne korpe S&P 500. Izvršeno je 12 
predviđanja sa različitim parametrima, a rezultati su upoređeni. 

Prosečna ostvarena tačnost predviđanja cenovnog trenda iznosi najmanje 60% po svim parametrima. Za 
pojedinačne slučajeve tačnost predviđanja prelazi 70% što se može smatrati vrlo uspešnim. Rezultati su 
pokazali da jednoslojne mreže daju tačnija predviđanja od dvojslojnih, kao i da linearna aktivaciona funkcija 



daje za nijansu bolje rezultate od hiperboličke. Tehnička i fundamentalna analiza daju približne rezultate, 
dok kombinacija ove dve analize daje lošija prosečna predviđanja na nivou celog uzorka, što je iznenađujuće.

Buduća istraživanja mogla bi da uključe testiranje rekurentne mreže u okviru predloženog sistema, ili 
promenu ulaznih varijabli. Ostvareni rezultati sugerišu da manji broj ulaznih varijabli daje bolje rezultate 
predviđanja, zbog čega bi bilo interesantno izbršiti redukciju ulaznih varijabli eliminacijom ili korišćenjem 
metode glavnih komponenti. Još jedan modući smeri budućeg rada mogao bi da uključi posebnu proceduru 
za agregaciju predviđanja dobijenih zasebnim korišćenjem tehničkih indikatora sa rezultatima dobijenim 
korišćenjem fundamentalnih pokazatelja. 

LITERATURA 
[1] Atsalakis, G., & Valavanis, K. P. (2010). Surveying stock market forecasting techniques – Part I: 

Conventional methods. Journal of Computational Optimization in Economics and Finance, 2(1), 45–92. 
[2] Atsalakis, G. S., & Valavanis, K. P. (2009). Surveying stock market forecasting techniques – Part II: Soft 

computing methods. Expert Systems with Applications, 36(3), 5932–5941. 
[3] Beyaz, E., Tekiner, F., Zeng, X. J., & Keane, J. (2018, June). Comparing Technical and Fundamental 

indicators in stock price forecasting. In 2018 IEEE 20th International Conference on High Performance 
Computing and Communications; IEEE 16th International Conference on Smart City; IEEE 4th 
International Conference on Data Science and Systems (HPCC/SmartCity/DSS) (pp. 1607–1613). IEEE. 

[4] Nielsen, M. A. (2015). Neural Networks and Deep Learning (Vol. 2018). San Francisco, CA: 
Determination press. 

[5] Paliwal, M., & Kumar, U. A. (2009). Neural networks and statistical techniques: A review of 
applications. Expert Systems with Applications, 36(1), 2–17. 

[6] Tealab, A. (2018). Time series forecasting using artificial neural networks methodologies: A systematic 
review. Future Computing and Informatics Journal, 3(2), 334–340. 

[7] Huang, W., Lai, K. K., Nakamori, Y., & Wang, S. (2004). Forecasting foreign exchange rates with 
artificial neural networks: A review. International Journal of Information Technology & Decision 
Making, 3(01), 145–165. 

[8] Dase, R. K., & Pawar, D. D. (2010). Application of Artificial Neural Network for stock market 
predictions: A review of literature. International Journal of Machine Intelligence, 2(2), 14–17. 

[9] Vui, C. S., Soon, G. K., On, C. K., Alfred, R., & Anthony, P. (2013, November). A review of stock 
market prediction with Artificial neural network (ANN). In 2013 IEEE International Conference on 
Control System, Computing and Engineering (pp. 477–482). IEEE. 

[10] Tolba, A. S., El-Baz, A. H., & El-Harby, A. A. (2006). Face recognition: A literature review. 
International Journal of Signal Processing, 2(2), 88–103. 

[11] Kasar, M. M., Bhattacharyya, D., & Kim, T. H. (2016). Face recognition using neural network: a 
review. International Journal of Security and Its Applications, 10(3), 81–100. 

[12] Lisboa, P. J., & Taktak, A. F. (2006). The use of artificial neural networks in decision support in cancer: 
a systematic review. Neural Networks, 19(4), 408–415. 

[13] Amato, F., López, A., Peña-Méndez, E. M., Vaňhara, P., Hampl, A., & Havel, J. (2013). Artificial 
neural networks in medical diagnosis. Journal of Applied Biomedicine, 11, 47–58. 

[14] Wu, Y. K., & Hong, J. S. (2007, July). A literature review of wind forecasting technology in the world. 
In 2007 IEEE Lausanne Power Tech (pp. 504–509). IEEE. 

[15] Shrivastava, G., Karmakar, S., Kowar, M. K., & Guhathakurta, P. (2012). Application of artificial 
neural networks in weather forecasting: a comprehensive literature review. International Journal of 
Computer Applications, 51(18). doi: 10.5120/8142-1867 

[16] Lahmiri, S. (2011). A Comparison of PNN and SVM for Stock Market Trend Prediction using 
Economic and Technical Information. International Journal of Computer Applications, 29(3), 24–30. 

[17] Guresen, E., Kayakutlu, G., & Daim, T. U. (2011). Using artificial neural network models in stock 
market index prediction. Expert Systems with Applications, 38(8), 10389–10397. 

[18] Persio L. D., & Honchar, O. (2016). Artificial Neural Networks architectures for stock price prediction: 
comparisons and applications. International Journal of Circuits, Systems and Signal Processing, 10, 403–
413. 





Menadžment 

Management 





273 

UTICAJ IZBEGAVANJA NEIZVESNOSTI NA PRIHVATANJE STRANIH BRENDOVA- 
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THE INFLUENCE OF UNCERTAINTY AVOIDANCE ON THE ACCEPTANCE OF 
FOREIGN BRANDS- THE MEDIATING EFFECT OF REFERENCE GROUPS 
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Rezime: Promene koje se dešavaju na globalnom tržištu su dinami ne, tako da menažmenti kompanija 
moraju da vrše monitoring okruženja i da se prilago avaju uslovima na tržištu. Sve ve i broj kompanija 
internacionalizuje svoje poslovanje, odnosno plasira svoje brendove na inostrana tržišta. Prilikom nastupa 
na inostranom tržištu, menadžeri kompanija moraju da uzmu u obzir sve kulturološke elemente koji su 
karakteristi ni za to podru je. Visok stepen izbegavanja neizvesnosti, kao dimenzije nacionalne kulture, 
implicira averziju prema stranim brendovima. Tako e, pored uticaja kulture na odluku potroša a o 
prihvatanju stranih brendova uti u i referentne grupe. Potroša  referentnu grupu koristi kao vodi  prilikom 
ponašanja u odre enoj situaciji i ona mu pomaže da smanji stepen neizvesnosti prilikom kupovine. Cilj 
istraživanja je da ispita uticaj izbegavanja neizvesnosti, kao dimenzije nacionalne kulture, na prihvatanje 
stranih brendova od strane potroša a, a pored toga ispitiva e se i medijatorski efeakt referentnih grupa. 
Anketiranjem 118 ispitanika sa teritorije Republike Srbije (Kragujevac, Beograd, Novi Sad) prikupljeni su 
primarni podaci, koji su analizirani putem statisti kog softvera SPSS-a. Rezultati su pokazali da izbegavanje 
neizvesnosti uti e na prihvatanje stranih brendova, kao i da referentne grupe ostvaruju signifikantnu 
medijatorsku ulogu. 

Klju ne re i: Izbegavanje neizvesnosti, Prihvatanje stranih brendova, Referentne grupe. 

Abstract: The change taking place in the global market are dynamic, so company management needs to 
monitor the environment and adapt to market conditions. A growing number of companies are 
internationalizing their business, that is, marketing their brands to foreign markets. When performing in a 
foreign market, company managers must take into account all the cultural elements that are characteristic of 
the area. A high degree of avoidance of uncertainty, as a dimension of national culture, implies an aversion 
to foreign brands. Also, in addition to the influence of culture on consumers decision to adopt foreign 
brands, they are also influenced by reference groups. The consumer uses the reference group as a guide 
when behaving in a given situation and it helps him to reduce the degree of uncertainty when making a 
purchase. The aim of the research is to examine the influence of uncertainty avoidance, as a dimension of 
national culture, on the acceptance of foreign brands by consumers, and in addition the mediating effect of 
reference groups will be examined. A survey of 118 respondents from the territory of the Republic of Serbia 
(Kragujevac, Belgrade, Novi Sad) collected primary data, which was analyzed using SPSS statistical 
software. The results showed that the avoidance of uncertainty influences the acceptance of foreign brands, 
as well as that the reference groups have a significant mediating role. 

Keywords: Avoiding uncertainty, Acceptance of foreign brands, Reference groups. 

1. UVOD
Usled sve intezivnijeg procesa globalizacije, stavovi i uverenja potroša a formiraju se pod uticajem brojnih 
faktora koji se ne razmatraju u zna ajnoj meri kada je u pitanju poslovanje preduze a u okviru nacionalnih 
granica, ali mogu imati bitne implikacije kada je u pitanju me unarodni aspekt poslovanja preduze a. Kupci 
se na me unarodnom tržištu kao pripadnici odre ene nacionalne kulture mogu razlikovati, tako da je 
potrebno da se primeni razli ita marketing strategija prilikom uvo enja stranih brendova na pojedina na 
tržišta. Kada kompanija želi da nastupi na inostranom tržištu mora da uzme u obzir sve kulturološke 
elemente, potrebno je sagledati dimenzije nacionalne kulture. Izbegavanje neizvenosti se definiše kao stepen 
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u kome se lanovi kulture ose aju ugroženim i nesigurnim u nepoznatim situacijama (Minkov and Hofstede 
2014). Visok stepen izbegavanja neizvesnosti implicira averziju i rizik prema inovacijama i stranim 
brendovima (Broekhuizen et al. 2017). 

Globalizacija tržišta ima krucijalnu ulogu u ublažavanju zna aja nacionalnih granica podsticanjem 
ekonomske, politi ke i li ne interakcije. Kroz proces globalizacije, nekada fragmentirana tržišta zemalja 
zna ajno su promenjena u slede im aspektima: a) ekonomija- ogroman rast investicija, b) tehnologija- uspon 
Interneta i moderne komunikacione tehnologije, c) društveni život - porast turisti kih i poslovnih putovanja u 
svetu (Steenkamp and de Jong 2010). Klju na marketinška implikacija bio je porast globalnih brendova, 
odnosno brendova koji uživaju, globalnu svest, dostupnost, prihva enost i poželjnost i povezani su sa 
percepcijama potroša a o visokom kvalitetu i poboljšanom prestižu. Brend se može definisati kao ime, 
termin, dizajn, simbol ili bilo koja druga funkcija koja identifikuje i razlikuje jednog prodavca od drugih 
prodavaca (Kotler 2000).  

Zna ajan uticaj na odluku potroša a da prihvate strane brendove imaju referentne grupe (porodica, 
prijatelji). Schiffman and Kanuk (2004) isti u da referentna grupa služi kao ta ka upore ivanja za pojedinca 
u formiranju opštih ili posebnih vrednosti, stavova ili posebnog vodi a za ponašanje. Ukoliko lan referentne 
grupe koristi odre eni strani brend, smanjuje se uticaj neizvesnosti i potroša  brže prihvata strani brend.     

 Polaze i od injenice da je proces ponašanja potroša a izuzetno kompleksan marketinški pojam i da se 
nalazi pod uticajem brojnih faktora, predmet istraživanja u radu je ispitivanje efekata izbegavanja 
neizvesnosti, kao dimenzije nacionalne kulture, na prihvatanje stranih brendova od strane potroša a. Tako e, 
u radu se ispituje i medijatorski efekat referentnih grupa u odnosu navedenih varijabli. Cilj istraživanja je 
da se utvrdi da li izbegavanje neizvesnosti uti e na prihvatanje stranih brendova, kao i da li referentne grupe 
ostvaruju signifikantnu medijatorsku ulogu u odnosu navedenih varijabli. 

Rad se sastoji iz pet delova. Nakon uvoda, u pregledu literature se definišu varijable izbegavanje 
neizvesnosti, prihvatanje stranih brendova i referentne grupe i analizira se njihova me usobna povezanost. U 
okviru ovog dela formulisane su istraživa ke hipoteze i predstavljen je konceptualni model. U tre em delu je 
predstavljena metodologija istraživanja, dok se etvrti deo odnosi na rezultate istraživanja. U zaklju ku su 
prokomentarisani dobijeni rezultati, naveden je glavni dopirnos i originalnost istraživanja, date su teorijske i 
menadžerske implikacije, kao i ograni enja sa osvrtom na pravce budu ih istraživanja.  

2. PREGLED LITERATURE 
Kultura se može definisati kao skup nau enih verovanja, vrednosti i obi aja, koje stvaraju norme u ponašanju 
u odre enom društvu (Yau 1994). Kultura je jedna od osnovnih determinanti stavova, ponašanja i životnih 
stilova potroša a, kao i potreba koje oni zadovoljavaju kupovinom i upotrebom proizvoda i usluga 
(Cleveland and Laroche 2007). Postoje etiri glavne dimenzije nacionalne kulture: distanca mo i, 
individualizam/kolektivizam, izbegavanje neizvesnosti, muške/ženske vrednosti. Me utim, na osnovu 
dodatnih istraživanja model je upotpunjen, tako što su dodate još dve dimenzije nacionalne kulture: 
kratkoro nost/dugoro nost, uzdržavanje/zadovoljstvo (Minkov and Hofstede 2014).  

U ovom radu akcenat e biti stavljen na dimenziju nacionalne kulture izbegavanje neizvesnost, koja uti e 
na strategiju nastupa kompanije na inostranom tržištu, kao i na prihvatanje stranih brendova od strane 
potroša a. Rogers (1995) pod neizvesnoš u podrazumeva nedostatak predvidljivosti, strukture i informacija. 
Prema trenutnim podacima, u Srbiji je izražen visok stepen izbegavanja neizvesnosti vrednost 92 na skali (1- 
nizak stepen izbegavanja neizvesnosti; 100- visok stepen izbegavanja neizvesnosti), što implicira sporije 
prihvatanje stranih brendova od strane potroša a (Hofstede Insights). Potroša i mogu da usvoje odre ene 
strategije koje omogu avaju smanjenje neizvesnosti prilikom kupovine proizvoda. Cena može biti dobar 
indikator kvaliteta u nedostatku informacija, a mnogi zna ajnu pažnju poklanjaju imidžu zemlje porekla 
proizvoda, koji nekad može da ima presudan uticaj na potroša a da favorizuje kupovinu proizvoda koji 
poti e iz zemlje koja je prepoznatiljiva po njegovoj proizvodnji, kao što je na primer Švajcarska sinonim za 
kvalitetne satove (Anne Lee et al. 2007).  

Brend je definisan kao ime, termin, dizajn, simbol ili bilo koja karakteristika koja identifikuje robu ili 
uslugu jednog prodavca u odnosu na druge prodavce (Nguyen et al. 2011). Vrednost marke se odnosi na 
ogromnu vrednost koja je svojstvena dobro poznatom brendu. Pojavljuje se kada potroša i imaju na 
raspolaganju dva alternativna proizvoda istog stepena kvaliteta, ali kupuju brendiran proizvod iako je skuplji. 
Brend predstavlja garanciju kvaliteta, porekla i performansi, pa samim tim pove ava percipiranu vrednost 
kupca i smanjuje rizik koji je sastavni deo odluke o kupovini (Kotler 2000). Izbegavanje neizvesnosti i 
referentne grupe mogu imati zna ajan uticaj na prihvatanje stranih brendova (Raza et al. 2019). 

Yeniyurt and Townsend (2003) su utvrdili da izbegavanje neizvesnosti, kao dimenzija nacionalne kulture, 
ima negativan statisti ki zna ajan uticaj na odluku potroša a da prihvate nove prizvode i strane brendove. 
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Izbegavanje neizvesnosti uti e negativno na prihvatanje stranih brendova, me utim potroša  e se odlu iti na 
kupovinu inostranog brenda, ukoliko je on prepoznatljiv na globalnom nivou. Šapi  and Golo (2017) su 
istraživali kako dimenzije nacionalne kulture uti u na stavove i namere potroša a prema stranim i doma im 
proizvodima. Izme u ostalog, rezultati istraživanja su pokazali da izbegavanje neizvesnosti ima negativan 
statisti ki zna ajan uticaj na stavove potroša a prema stranim proizvodima.Na osnovu navedenog može se 
formulisati prva istraživa ka hipoteza u radu: 

H1: Izbegavanje neizvesnosti, kao dimenzija nacionalne kulture, ostvaruje negativan uticaj na 
prihvatanje stranih brendova od strane potroša a.   

Referentne grupe su veoma bitna komponenta u prou avanju ponašanja potroša a, jer ih oni koriste kao 
vodi  prilikom ponašanja u odre enoj situaciji i one im pomažu da smanje stepen neizvesnosti prilikom 
kupovine. Postoje tri važne dimenzije uticaja referentnih grupa (Schulz 2015). Informativni uticaj je 
zasnovan na želji da se odluke donose na bazi relevantnih informacija. Utilitaran uticaj se zasniva na 
ostvarenju nagrada i izbegavanju kazni, odnosno klju no jeste maksimizirati korisnost pri donošenju odluke. 
Vrednosno izražajan uticaj karakteriše potreba za psihološkom povezanoš u sa osobom ili grupom i 
odražava se u prihvatanju stavova koje su iskazali drugi. Schulz (2015) je utvrdio da referentne grupe 
ostvaruju jak uticaj na odluku potroša a u procesu kupovine. Hammerl et al. (2016) su utvrdili da referente 
grupe ostvaruju pozitivan uticaj na odluku potroša a da prihvate strane brendove. Lin and Chen (2009) su 
utvrdili da referetne grupe ostvaruju pozitivnu moderatorsku ulogu u odnosu namere kupovine i krajnje 
odluke potroša a da kupi odre eni proizvod. U ovom istraživaju e se ispitivati medijatorski efekat 
referentnih grupa u odnosu izbegavanja neizvesnosti i prihvatanja stranih brendova od strane potroša a. Na 
osnovu navedenog može se formulisati druga istraživa ka hipoteza u radu:  

H2: Referentne grupe ostvaruju medijatorsku ulogu u odnosu izbegavanja neizvesnosti i prihvatanja 
stranih brendova.  

Na Slici 1 je predstavljen konceptualni model, u okviru kojeg se ispituje uticaj izbegavanja neizvesnosti, 
na prihvatanje stranih brendova od strane potroša a, kao i medijatorski efekat referentnih grupa.  

 

Slika 1: Konceptualni model 

3. METODOLOGIJA ISTRAŽIVANJA
Istraživanje je sprovedeno na teritoriji Republike Srbije (Kragujevac, Beograd, Novi Sad) u periodu od 05. 
do 31. marta 2020 godine. Uzorak broji 118 ispitanika koji su segmentirani prema odre enim demografskim 
karakteristikama (pol, starost, mese na primanja, obrazovanje). Istraživanje je sprovedeno li no i 
elektronskim putem, metodom ankete. Ispitanici su davali odgovore putem Likertove skale i izražavali 
stepen slaganja sa odre enom konstatacijom ocenama od 1 do 7 (1- apsolutno se ne slažem; 7- apsolutno se 
slažem). Obrada podataka je izvršena putem statisti kog softvera SPSS-a. U uzorku od 118 ispitanika ima 63 
žena i 55 muškaraca. Najve i broj ispitanika ima od 21-30 godina (29,7%). Najve i broj ispitanika na 
mese nom nivou zara uje 25 000-50 000 din (35,6%). Kada je obrazovanje u pitanju, najve i broj ispitanika 
ima srednje obrazovanje 61 (51,7%). Varijable izbegavanje neizvesnosti, prihvatanje stranih brendova, 
referentne grupe, merene su putem konstatacija koje su preuzete iz relevantne literature, što je uobi ajen 
pristup u terenskim marketing istraživanjima. Pregled konstatacija je dat u Tabeli 1. Od statisti kih analiza 
koriš ena je analiza pouzdanosti, korelaciona analiza, prosta i višestruka regresiona analiza, kao i Sobel test. 
Na osnovu rezultata regresionih analiza i Sobel testa bi e doneta odluka o potvr ivanju ili odbacivanju 
istraživa kih hipoteza.  

Izbegavanje 
neizvesnosti  

(nezavisna varijabla) 

Referentne grupe 
(medijator) 

Prihvatanje stranih 
brendova  

(zavisna varijabla) 
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Tabela 1: Varijable istraživanja i njima odgovaraju e konstatacije 
Varijable Konstatacije Izvor 

 
Izbegavanje 
neizvesnosti 

1. Motivacija se nalazi u sigurnosti. 
2. Potrebno je sve precizirati i formalizovati. 
3. Postoji emocionalna potreba za pravilima. 
4. Zakoni i propisi su nužni. 

Prilago eno prema:  
Hofstede G. et al. 

(2010). 

 
Prihvatanje 

stranih 
brendova 

5. Rado kupujem strane brendirane proizvode. 
6. Kupujem strane brendirane proizvode i kada ima drugih proizvoda.  
7. Spreman sam da izdvojim ve u sumu novca za kupovinu stranih 

brendiranih proizvoda.  
8. Spreman sam da preporu im drugima strane brendirane proizvode  

 
Prilago eno prema:  

Son et al. (2013)  
 

 
 

Referentne 
grupe 

9. Pre kupovine stranog brendiranog proizovda, razgovaram sa 
lanovima porodice. 

10. Pre kupovine stranog brendiranog proizvoda, razgovaram sa 
svojim prijateljima. 

11. Naj eš e sledim kupovne odluke lanova porodice. 
12. Naj eš e sledim kupovne odluke svojih prijatelja.  

 

 
 

Prilago eno prema: 
Tawfik and Zaazou 

(2018) 

 

4. REZULTATI ISTRAŽIVANJA 

U istraživanju je primenjena analiza pouzdanosti kako bi se utvrdilo da li su konstatacije putem kojih su 
merene navedene varijable me usobno interno konzistentne. U Tabeli 2 su predstavljeni rezultati. 
 
Tabela 2: Analiza pouzdanosti 

Faktori Vrednost Cronbach’s alpha 
Izbegavanje neizvesnosti 0,835 

Prihvatanje stranih brendova 0,874 
Referentne grupe 0,926 

 
Analiza pouzdanosti se sprovodi sagledavanjem vrednosti Cronbach’s alpha koeficijenta. Da bi varijabla 

imala odgovaraju i stepen pouzdanosti, neophodno je da vrednost koeficijenta bude viša od 0,70 (Nunnally 
1978), što je ostvareno u slu aju svih varijabli. U Tabeli 3 su prikazani rezultati korelacione analize.  

 
Tabela 3:  Korelaciona matrica 

 Izbegavanje 
neizvesnosti 

Prihvatanje 
stranih brendova 

Referentne 
grupe 

Izbegavanje 
neizvesnosti 

1 -0,387* 0,296* 

Prihvatanje stranih 
brendova 

-0,387* 1 0,441* 

Referentne grupe 0,296*  0,441* 1 

Napomena: *- Koeficijenti korelacije su signifikantni na nivou 0,05 
 
Vrednost koeficijenta izme u varijabli izbegavanje neizvesnosti i prihvatanje stranih brendova je -0,387, 

tako da postoji slaba inverzna korelacija. Visok stepen izbegavanja neizvesnosti kod potroša a, doprinosi 
sporijem prihvatanju stranih brendova. Vrednost koeficijenta izme u varijabli referentne grupe i prihvatanje 
stranih brendova iznosi 0,441, tako da postoji umerena direktna korelacija. Ukoliko lanovi referentne grupe 
koriste odre eni strani brend, potroša  e isti brže prihvatiti. Vrednost koeficijenta izme u varijabli 
izbegavanje neizvesnosti i referentne grupe iznosi 0,296, tako da postoji slaba direktna korelacija. Ukoliko je 
kod potroša a prisutan visok stepen izbegavanja neizvesnosti, on e poslušati savet lanova njegove 
referentne grupe. U Tabeli 4 su prikazani rezultati proste regresione analize putem koje je meren uticaj 
izbegavanja neizvesnosti na prihvatanje stranih brendova. 
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Tabela 4: Rezultati proste regresione analize ( zavisna varijabla: Prihvatanje stranih brendova) 

Napomena: *-  koeficijenti su signifikantni na nivou 0,05.  

Koeficijent determinacije R2 iznosi 0,28, što zna i da je 28 % varijabiliteta prihvatanja stranih brendova 
objašnjeno ovim regresionim modelom. Koeficijent  pokazuje ja inu uticaja nezavisne varijable 
(izbegavanje neizvesnosti) na zavisnu varijablu (prihvatanje stranih brendova) i njegova vrednost je -0,387. 
Vrednost  Sig koeficijenta iznosi 0,018, tako da su vrednosti statisti ki zna ajne na nivou 0,05 (verovatno a 
od 95%). Na osnovu navedenog, može se zaklju iti da je potvr ena hipoteza H1. 
U Tabeli 5 su prikazani rezultati višestruke regresione analize, putem koje je meren uticaj izbegavanja 
neizvesnosti i referentnih grupa na prihvatanje stranih brendova. 

Tabela 5: Rezultati višestruke regresione analize (zavisna varijabla: Prihvatanje stranih brendova) 
Varijable Sig. VIF

Izbegavanje neizvesnosti -0,224* 0,041 1,251 
Referentne grupe  0,338*  0,032 1,194 

Napomena:  *- Koeficijenti su signifikantni na nivou 0,05. R2 = 0.48 

Koeficijent determinacije R2 iznosi 0,48, što zna i da je 48 % varijabiliteta prihvatanja stranih brendova 
objašnjeno ovim regresionim modelom. Podaci su prikladni za sprovo enje višestruke regresione analize, jer 
je vrednost VIF koeficijenta u svim parovima manja od 5 (Field 2000). Osnovni model je podrazumevao da 
izbegavanje neizvesnosti (nezavisna varijabla) uti e na prihvatanje stranih brendova (zavisna varijabla). 
Referentne grupe su uklju ene u regresioni model kao medijator. Nakon toga negativan uticaj izbegavanja 
neizvesnosti na prihvatanje stranih brendova je slabiji (ja ina  koeficijenta se smanjila sa -0,387 na -0,224), 
ali je i dalje statisti ki zna ajan (Sig vrednost 0,041 što je manje od 0,05). Može se zaklju iti da referentne 
grupe ostvaruju parcijalnu medijatorsku ulogu u odnosu izbegavanja neizvesnosti i prihvatanja stranih 
brendova. Izbegavanje neizvesnosti uti e negativno na prihvatanje stranih brendova, me utim ukoliko neko 
od lanova potroša eve referetne grupe koristi strani brend, taj negativan uticaj izbegavanja neizvesnosti se 
smanjuje i pove ava se verovatno a da potroša  kupi dati strani brend pod uticajem referentne grupe. 

Za ispitivanje medijatorskog efekta referentnih grupa u odnosu izbegavanja neizvesnosti i prihvatanja 
stranih brendova koriš en je i Sobel test (Preacher and Hayes 2004). U Tabeli 6 su predstavljeni rezultati.  

Tabela 6: Rezultati Sobel testa (medijator: Referentne grupe) 
Inputi a= 0.296 b= 0.338 Sa=0.051 Sb=0.068 
Rezultati Sobel testa Statistika testa=

3.775 
Standardna 

greška=0.026 
p vrednost=0 

Inputi a i b predstavljaju vrednosti   koeficijenta iz regresione analize, odnosno ja inu uticaja 
izbegavanja neizvesnosti (nezavisna varijabla) na referentne grupe (medijator) iz proste regresione analize, 
kao i uticaj referentnih grupa (medijatora) na prihvatanje stranih brendova (zavisna varijabla) iz višestruke 
regresione analize, gde je druga nezavisna varijabla izbegavanje neizvesnosti. Inputi Sa i Sb predstavljaju 
njihove standardne greške. Rezultati pokazuju da je p vrednost=0, tako da se i na osnovu Sobel testa može 
zaklju iti da su referentne grupe parcijalni medijator, tako da je potvr ena hipoteza H2. 

5. ZAKLJU AK
U literaturi postoje radovi koji su se bavili ispitivanjem uticaja izbegavanja neizvesnosti na prihvatanje 
stranih brendova, a ispitivanje medijatorskog efekta referentnih grupa predstavlja originalnost i glavni 
doprinos ove studije. Rezultati istraživanja su pokazali da su potvr ene obe istraživa ke hipoteze. Teorijske 
implikacije se ogledaju u proširenju nau nog saznanja o uticaju dimenzija nacionalne kulture, pre svega 
izbegavanja neizvesnosti, na prihvatanje stranih brendova od strane potroša a, a u doma oj literaturi ne 
postoji mnogo radova na tu temu. Menadžerske implikacije se ogledaju u pružanju pomo i marketing 
menadžerima prilikom sagledavanja faktora koji uti u na prihvatanje stranih brendova od strane potroša a na 

Nezavisna 
varijabla 

R2 Sig

Izbegavanje 
neizvesnosti 

0,28 -0,387* 0,018
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tržištu Republike Srbije. Usled procesa globalizacije sve ve i broj kompanija internacionalizuje svoje 
poslovanje, tako da je veoma zna ajno da postoji što više radova iz ove oblasti, jer pružaju korisne 
informacije menadžmentu kompanije tokom monitoringa okruženja i oblikovanja marketing strategije 
prilikom nastupa na inostranom tržištu. Ograni enje istraživanja predstavlja mala veli ina uzorka, tako da bi 
u budu im istraživanjima trebalo pove ati uzorak i uklju iti u konceptualni model još neku varijablu koja 
može da ima zna ajan uticaj na prihvatanje stranih brendova od strane potroša a.  
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METOD ZA SUBOPTIMALNO KLASTEROVANJE VIŠEDIMENZIONIH PRIMERA 
BAZIRAN NA MAKSIMALN TERA I ZA IZBOR 
REFERENTNIH PREDSTAVNIKA FORMIRANIH KLASTERA

THE MAXIMAL CLUSTER RADIUS BASED METHOD FOR SUBOPTIMAL 
CLUSTERING OF MULTIDIMENSIONAL SAMPLES AND SELECTION OF 
REFERENCE REPRESENTATIVES OF IDENTIFIED CLUSTERS

IPL.EL.ENG 1 1 ORMATICS 
STUDENT 2 INFORMATICS STUDENT 2

1 Energy Saving Group doo, Bulevar Mihaila Pupina 10 D, Belgrade
2 University of Belgrade, Faculty of Mathematics, Studentski trg 16, Belgrade

Rezime: U ovom radu je prikazan originalan metod klasterovanja koji se zasniva na sukcesivnoj analizi 

iteracije se vrši k

Klasterovanje, maksimalni 

Abstract: This paper presents an original clustering method, which is based on successive analysis of each 
sample and its classification into the cluster that will have the shortest radius after adding of that sample 
taking into account the limitation of the radius to some predefined maximum value. Since the number of 
clusters that will be formed in this process is not known in advance, correction of maximum cluster radius is 
done after each iteration and the clustering process is repeated. Convergence of this iterative procedure 
depends on the method of initialisation and correction of maximum allowed cluster radius, which is the 
central topic of this paper. For practical application, there is a very useful addition to the algorithm for 
defining of a referent sample for each cluster i.e. the sample that best represents the cluster it belongs to.

Keywords: Clustering, maximal radius, reference sampl. 

1. UVOD
o je opisno u [1], klasterovanje može 

biti particiono ili hijerarhijsko, ekskluzivno ili neekskluzivno, rasplinuto ili nerasplinuto, delimicno ili 
kompletno i heterogeno ili homogeno. Formirani klasteri mogu biti dobro razdvojeni, bazirani na centru, 
bazirani na susedstvu, bazirani na gustini, bazirani na grafovima, konceptualni ili opisani ciljnom funkcijom. 

Algoritam opisan u ovom radu predstavlja metodološki postupak koji je prikazan u [4]. On vrši 
particiono, ekskluzivno, nerasplinuto, kompletno i homogeno (osim po gustini) grupisanje zadatih primera. 
Klasteri koji nastaju primenom predloženog algoritma su bazirani na centru jer je svaki primer u klasteru 
bliži centru svog nego bilo kog drugog formiranog klastera. Po metodološkim karakteristikama i osobinama 

-sredina, koji je opisan u [3]. U 
oba algoritma se vrši iterativni postupak svrstavanja primera u klastere. u predloženom algoritmu 
se iz iteracije u iteraci ,

klastera, dok u algoritmu K-sredina broj klastera ostaje konstantan bez obzira na u,

algoritam klasterovanja koji je opisan u [2
predloženim u ovom radu.  
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2. FORMULACIJA PROBLEMA
Zadatak razmatran u ovom rad

-ti primer ponavlja np puta i ako su atributi (karakteristike ili obeležja) 
primera, odnosno dimenzije vektora, definisani vrednostima iz skupa 

U ovom radu se podrazumeva da klaster u N-dimenzionalnom Euklidovom prostoru predstavlja 
-

, Ni ,..,1     (1)

gde su: b_(k,i) vrednost i-tog atributa centra k-tog klastera, x_(p,i) vrednost i-tog atributa p-tog primera, P_k 
 u k- - je relacijom:

, p=1,...,Pk (2)
 u višedomenzionom prostoru. 

relacijom ima minimalnu vrednost:

, k =1,...,K          (3) 

3. ALGORITAM REŠAVANJA
Algoritam klasterovanja predložen u ovom radu je prikazan na slici 1. 

Slika 1: Dijagram toka algoritma klasterovanja
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3.1. Formiranje inicijalnih klastera
Proces formiranja inicijalnih klastera se vrši sukcesivnim ispitivanjem primera prema unapred zadatom 
redosledu. Prvi primer se deklariše kao centar prvog klastera, a zatim se ispituje drugi primer, odnosno 
proverava se da li se drugi primer može svrstati 
ostane manji od neke, unapred ,

, a u suprotnom formira drugi klaster. U opš

 (3) pod uslovom da je ta vrednost manja ili 
jednaka zadatom maksimalnom polup
klaster. Pri svrstavanju j-tog primera, koji se ponavlja nj

i:

(4) 

gde je vrednost i-tog atributa korigovanog centra klastera k, a X(i,j) vrednost istog atributa u j-tom 

formiranja klastera.

3.2. Formiranje stabilnih klastera
N
U okviru svake iteracije u fazi stabilizacije, sukcesivno se ispituju svi primeri po prethodno definisanom 
redosledu. Za posmatrani primer se i

akcija premeštanja j-tog primera iz l-tog u k-
stera. Korekcija centra k-tog klastera (u 

koji se posmatrani primer ubacuje) se vrši prema relaciji (4), dok se korekcija centra l-tog klastera (iz koga se 
j-

(5) 

Zatim se pri -tog i k-tog klastera kao i svih ostalih koji se nisu 

minimizira kriterijumsku funkciju (3), odnosno 
koja ako je  tako dobijena vrednost

zadate maksimalno dozvoljene vrednosti ispitivani primer formira 

Jedna iteracija faze stabilizacije se završava kada se ispitaju svi zadati primeri. Iterativni postupak 

prethodnih iteracija.  Ako je ponovljeno rešenje iz prethodne iteracije
za zadati maksimalni pol je da to rešenje bude 
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Algoritam opisan u poglavljima 3.1 i 3.2 ovog rada, za inicijalnu klastera 
R1max, u prvoj iteraciji formira K1 klastera. U taj broj je 

ponavlja. 
Da bi se u i- z), potrebno je interpolirati 

aka (Ri-1, Ki-1) i (Km, Rm) je Km broj klastera dobijen u m-toj iteraciji 
a najbliži je traženom broju Kz sa druge strane u odnosu na Ki-1. Dakle, 

ako je Ki-1 > 
vrednost Km koja je najbliža zadatoj vrednosti Kz, a ako je ista vrednost broja klastera dobijena za više 

P,P) i (R1,1), a zatim se interval 

klastera za koju se formira upravo željeni broj klastera Kz. 
U [4 -

era R(Kz).
1

odnosno da je ovu funkciju, za svaki relativno mali broj klastera (do 20% broja zadatih primera), mnogo 

analizom klasterovanja proizvoljnog broja primera na brojnoj osi. Naime, ako su primeri koje treba 

2.

Slika 2: Zavisnost minimalnog broja klastera koji se Slika 3: Obrnuto proporcionalna zavisnost 

P,P) i (R1,1). RP i R1
predstavljaju vrednosti maksimalnih e se mogu zadati tako da predloženi algoritam 

Vrednost R1 je jednaka Euklidovoj distanci dvaju najudaljenijih primera u zadatom skupu, dok je vrednost 
RP jednaka polovini vrednosti Euklidove distance dvaju najbližih primera u zadatom skupu.

minimalnog broja klastera, K, odnosno da važi:

(6)
onda se 
(Ri-1, Ki-
b, dobija se potrebna zavisnost:
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( ) = + 1 (7) 

se vrše primenom relacije (7), je broj iteracija 
-toj 

iteraciji se dobija linearnom interpolacijom predloženom u radu [4], odnosno važi: ( ) = 1 + (8) 

relacijom (7) odnosno (8), primenom algoritma opisanog u poglavljima 3.1 i 3.2 ovog rada, dobije upravo 
željeni broj 

da se ponovi, postupak se prekida. Pod diskontinuitetom funkcije se smatra smanjenje zadatog maksimalnog 

kada dobijeni broj klastera bude van gran -

e diskontinuiteta funkcije R=f(K)
korekcija dobijenih klastera. Ukoliko je broj formiranih klastera bio manji od zadate vrednosti Kz, tada se iz 

koji formira sopstveni dodatni 
klaster. Ovaj postupak se ponavlja onoliko puta koliko je potrebno za formiranje zadatog broja klastera. U 
suprotnom se Euklidova distanca 

identifikovan par formiranih klastera se spaja u jedinstven klaster. I ovaj postupak spajanja prethodno 
formiranih klastera se ponavlja onoliko puta koliko je potrebno za formiranje zadatog broja klastera Kz.

3.5. O
U ovom radu je uvedena premisa da je najbolji reprezent svakog klastera onaj stvarni
Euklidova distanca od centra posmatranog klastera najmanja. Zato se referentni predstavnik o
što se, primenom relacije (2) Euklidova distanca svakog primera koji pripada posmatranom 
klasteru od njegovog centra, a zatim se, kao referentan, identifikuje primer kod koga je ta vrednost najmanja.

4. REZULTATI TESTIRANJA

P osoba (P = 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 ili 80) opisanih sa po 15 atributa (pol, starost, školska sprema,

nacionalna pripadnost i veroispovest koja su predstavljena sa po 4 binarna atributa) je grupisano u 2
do (P- nje traženog broja
klastera u ovoj grupi zadataka je bio 5.77.
80 osoba opisanih sa 3 do 14 atributa iz prethodne grupe zadataka je grupisano u 2 do 79 klastera,

rešavanje problema je bio 8.10.
P ku 5

i koeficijenti prolaska toplote kroz te elemente, neto zapremina
i opciono starost objekta) i grupisano u 2 do (P-1) klaste
broj iteracija za pronalaženje traženog broja klastera je bio 4.57.

u 2 do 79 zadatih klastera, razvijeni algor
primetiti da je broj iteracija za formiranje srazmerno manjeg broja klastera primetno manji (u 84 zadatka 

ma u kojima su primeri 

manjim brojem atributa (za rešavanje 488 zadataka u kojima su primeri imali 15 ili 16 atributa bilo je 
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iteracija, dok je za rešavanje 936 zadataka u kojima su primeri imali 3 do 14 atributa 

a referentnih objekata sa rezultatima klasterovanja opisanim algoritmom. 
autori reference [5] koji su objekte grupisali po periodu gradnje tako da su objekti napravljeni do 1960. 
godine (A, B i C) pripali prvom, oni napravljeni od 1961 do 2012. godine (D, E, F, G) drugom, a nakon 
2013. godine (H) , bez obzira na njihov tip. Referentni objekti u ovom pristupu su odabrani 

njihovih površina i energetskih karakteristika, pa su klasteri formirani pretežno po tipu objekta dok je godina 
klasterovanja , u prvom klasteru se nalaze sve 

(tip 1) i objekat u nizu (tip 2) -1990. godine. U drugom klasteru 

-2012. godine. Pri klasterovanju stambenih zgrada, koje po tipu mogu biti: 3 –
– lamele, 5 – zgrade u nizu i 6 – soliteri,  algoritam je u posebni klaster izdvojio sve 

so
na sve druge zgrade. Osim toga, u poseban klaster je izdvojena najnovija lamelna zgrada, dok su sve ostale 

u nizu formirale jedan jedinstven klaster. Referentni individualne 
e

Tabela 1: Klasteri individualnih a

Klaster
Ekspertsko grupisanje Rezultati algoritma

Tip Tip Ref. 
1 A1, B1, C1, A2, B2, C2 C1 A1, B1, C1, D1, E1, F1, G1, F2 F1
2 D1, E1, F1, G1, D2, E2, F2, G2 E1 A2, B2, C2, D2, E2 C2
3 H1 H1 H1, G2 G2

Tabela 2: Klasteri stambenih zgrada

Klaster
Ekspertsko grupisanje Rezultati algoritma

Tip Ref. 
zgrada Tip Ref. 

zgrada

1 A3, B3, C3, B4, C4, A5, B5, C5, 
C6 C4 A3, B3, C3, D3, E3, F3, G3, H3, B4, C4, D4, E4, 

F4, G4, A5, B5, C5, D5, E5, F5, G5, H5 F5

2 D3, E3, F3, G3, D4, E4, F4, G4, 
D5, E5, F5, G5, D6, E6, F6 E5 C6, D6, E6, F6 E6

3 H3, H4, H5 H3 H4 H4

U ovom radu su prikazana 4]:
obrnuto proporcionalnom relacijom je modelovana v
broja klastera, kao kriterijum za svrstavanje primera u neki klaster kori
nastaje dodavanjem novog primera, izvedena je 

razvijen upak korekcije broja dobijenih klastera koji se 
koristi kada algoritam ne uspe da formira zadati broja klastera i izbora stvarnih primera 
koji najbolje reprezentuju svaki formirani klaster. 

Rezultati obimnog testiranja pokazuju da je broj iteracija potrebnih za pronalaženje rešenja srazmerno 

veoma dobra osobina predloženog algoritma i pogodna je 

LITERATURA
[1] Tan, P.N., Steinbach, M., Karpatne A., & Kumar, V. (2019). Introduction to Data Mining, 2nd ed, 

Pearson Education.
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PREDIKCIJA OBIMA SAOBRA AJA KORI ENJEM REGRESIONIH STABALA 
ODLU IVANJA

TRAFFIC VOLUME PREDICTION USING REGRESSION DECISION TREES
1 1 1, 1, ANA 

UZELAC1

1 Univerzitet u Beogradu – , s.jankovic@sf.bg.ac.rs

Rezime: Cilj ovog istraživanja je na državnim putevima u Republici 
tehnike Za 

putevima u Republici Srbiji, u periodu od 2011. do 2018. godine. Na raspoloživom skupu podataka, u

Najbolji model izabran je 
modela: koeficijent korelacije, srednja apsolutna greška,

kvadratni koren srednje kvadratne greške, relativna apsolutna greška i kvadratni koren relativne kvadratne 
greške. Prema svim pomenutim kriterijumima najbolje rezultate pokazao je model baziran na algoritmu 

 m

Abstract: The aim of this research is to predict the volume of daily traffic on state roads in the Republic of 
Serbia, using machine learning techniques. For training and testing of predictive models, a data set on the 
total daily traffic generated by selected automatic traffic counters on the roads in the Republic of Serbia, in 
the period from 2011 to 2018, was used. On the available data set, in the Weka software tool, different 
classification and regression predictive models were trained and tested, and the best results were given by 
models based on regression decision trees. The best model was chosen by comparing the following measures 
of model performance: correlation coefficient, mean absolute error, root mean squared error, relative 
absolute error, root relative squared error. According to all the mentioned criteria, the best results were 
shown by the model based on the M5P algorithm. Using this model, the prediction of daily traffic for 2020 
was made at selected traffic counting locations.

Keywords: Machine Learning, Weka, Data Mining, Big Data Analytics, Traffic Counting

1. UVOD

(Xu, Kong and Liu 2013). raspoloživih 
podataka i/ili poznate funkcije raspodele podataka parametarske 

i nepoznate funkcije raspodele podataka neparametarske metode.

a predikcije (nadgledanog 

od najpopularnijih

bilo kom algoritmu iz ove klase, koliko parametara. 

 tipa, dok je kod regresionih stabala izlazna promenljiva kontinualnog tipa.  
U ovom istraživanju cilj je bio da se, na raspoloživom skupu podataka o dnevnom protoku vozila na 
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zadatak može se svrstati u zadatke Big Data analitike. U softverskom alatu Weka
klasifikacioni i regresioni modeli, ali su najbolje performanse pokazali modeli bazirani na regresionim
stablima .

po danima za 2020. godinu, dije 

2. MODEL STABLA ODLU
ristup 

stabala odlu

dgovaraju vrednosti ciljne funkcije. Instance 

i kada 

instance) na dva ili
kretnim funkcijama ulaznih vrednosti atributa.

Quinlan (Quinlan 1986). Prva verzija algoritma poznata je pod nazivom ID3 (eng. Iterative Dichotomiser 3), 

klasifikacijske performanse. Quinlan (1993) kreirao je M5
zavisna varijabla kontinualnog tipa. Ovaj algoritam o
linearna regresiona funkcija. Wang and Witten (1996) unapredili su M5 algoritam i CART (Classification 
and Regression Trees) sistem (Breiman et al. 1984) M5' model stabla.
M5' model stabla implementiran je u softverskom alatu Weka pod nazivom M5P (Witten et al. 2017) i u 

realizovana je na skupu podataka izvedenom iz podataka koje su generisali izabrani 
1.1.2011. do 

31.12.2018. godine njih ukupno 21
put broj 1, IA kategorije (državna granica : - Novi Sad -
Beograd - Niš - Vranje - državna granica sa Makedonijom: ),
put broj 22, IB kategorije (Beograd - Ljig - Gornji Milanovac - Preljina - - Raška - Novi 
Pazar - - državna granica sa Crnom Gorom: ),
put broj 23, IB kategorije (Pojate - - - Preljina - - Požega - Užice -
- Nova Varoš - Prijepolje - državna granica sa Crnom Gorom: ) i
put broj 46, IB kategorije (Ravni Gaj - - ).

Slika 1:
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oživog skupa podataka opisane su 
ID , datum, dan u nedelji i broj vozila

,
broj vozila.

Umesto atributa datum dan, mesec i godina.

vrednost ciljne varijable. Kao skup podataka za  modela izabrane su instance koje se odnose na 
period od 2011-2015. godine, dok su instance koje se odnose na period od 2016-2018. godine k za 

Skup podataka za trening sastojao se od 37616 instanci, dok je 
skup za testiranje sadržao 22818 instanci.

4. REZULTATI
data mining softverskom alatu 

Weka (Waikato Environment for Knowledge Analysis). Ovaj softver predstavlja kolekciju algoritama 
u podataka za

trening, u softverskom alatu Weka sedam Linear 
Regression, Multilayer Perceptron, IBk (k-Nearest Neighbors), M5P, Random Forest, Random Tree i
REPTree. Za validaciju modela primenjena je unakrsna validacija (10-fold cross validation), implementirana 
u softveru Weka. Modeli bazirani na algoritmima Linear Regression i Multilayer Perceptron

0.2364 i
0.2256, respektivno). Performanse preostalih pet modela predikcije prikazane su u tabeli 1. Na osnovu 

(M5P, Random Forest, Random Tree i REPTree) superiorni u odnosu na algoritam IBk (k-najbližih suseda). 

ja.

Tabela 1: Performanse pet najboljih modela predikcije merene na skupu podataka za trening
Algoritam Koeficijent 

korelacije
Srednja 

apsolutna 
greška

Kvadratni koren 
srednje kvadratne 

greške

Relativna 
apsolutna 

greška (%)

Kvadratni koren 
relativne kvadratne 

greške (%)
IBk 0.6287 2615.4468 3092.3207 84.2493 78.0204
M5P 0.9778 505.5362 832.2666 16.2844 20.9984
Random Forest 0.9752 532.6613 877.7513 17.1582 22.1460
Random Tree 0.9578 666.1694 1153.0679 21.4588 29.0923
REPTree 0.9732 559.2707 912.5619 18.0153 23.0243

Da bi se odredilo koji model najbolje odgovara postavljenom zadatku, potrebno je izvršiti evaluaciju 

njihovih performansi, neophodno je sprovesti nad novim, do tog trenutka nedirnutim skupom podataka. 
Takav skup podataka naziva se skupom podataka za testiranje. Performanse modela koji su u prethodnoj fazi 

M5P, Random Forest i REPTree izdvojili su se kao bolji u odnosu na model baziran na algoritmu Random 
Tree. 

Tabela 2: Performanse izabranih modela predikcije merene na skupu podataka za testiranje
Algoritam Koeficijent 

korelacije
Srednja 

apsolutna 
greška

Kvadratni koren 
srednje kvadratne 

greške

Relativna 
apsolutna 

greška (%)

Kvadratni koren 
relativne kvadratne 

greške (%)
M5P 0.9756 1279.0156 1738.7847 35.0184 35.6941
Random Forest 0.9657 1371.4177 1863.3353 37.5482 38.2509
Random Tree 0.9488 1465.0600 2043.0803 40.1121 41.9407
REPTree 0.9717 1299.6219 1760.8794 35.5825 36.1477
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predikcije, izvršena je vizuelizacija 
rezultata predikcije dobijene primenom ova tri modela na skupu podataka za testiranje. Na slici 2 prikazan je, 

mesecu 2016. godine, i projektovanog broja vozila dobijenog primenom tri najbolja modela predikcije (za 
tvarni i projektovani dnevni protok vozila na 

1195 u julu, avgustu, septembru i oktobru 2016.

ima, 

algoritama M5P i REPTree (crvena i žuta linija) gotovo preklapaju i nešto manje odstupaju od linije stvarnih 
Random Forest (siva linija). Osim toga, 

performanse ova dva modela nešto su bolje od performansi modela baziranog na algoritmu Random Forest
M5P i modela baziranog na 

algoritmu REPTree M5P u blagoj prednosti 
(tabela 2)

iran na algoritmu M5P.

Slika 2:

Slika 3: 1195 u julu, avgustu, septembru i 
oktobru 2016. godine
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Slika 4:
u julu, avgustu, septembru i oktobru 2016. godine 

Weka, modela 
predikcije baziranog na algoritmu M5P, koji je izabran kao najbolji. 

ve (broj vozila). Ukupan broj listova, odnosno linearnih modela u ovom 

Slika 5:

Na slici 6 prikazani su stvarni dnevni protoci vozila u 2016, 2017 i 2018. godini i projektovani dnevni 
. Prikazana projekcija za 2020. godinu dobijena je 

M5P. 
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Slika 6: Stvarni dnevni protok vozila u 2016, 2017 i 2018. godini i projektovani dnevni protok vozila za 

Linear Regression, Multilayer Perceptron, IBk (k-Nearest Neighbors), M5P, Random Forest, Random Tree i
REPTree.

ani samo ovi 
M5P, tako da je 

i na regresione i na klasifikacione 
probleme, izdvaja se visoka interpretabilnost. Ona se ogleda u tome što stablo vrlo lako možemo 
vizuelizovati,

i testiranje modela

vrednostima, tako da nije potrebna standardizacija i normalizacija podataka.

aka bilo svrsishodno primeniti još jednu tehniku mašinskog 
–
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PROTOKA VOZILA KORIŠ TA 
ANALITIKE

HOUR FLOW PREDICTION OF TRAFFIC USING METHODS OF BIG DATA 
ANALYTICS

ANA UZELAC1 1 1 1, IVANA 
2

1 Univerzitet u Beogradu – , Beograd, ana.uzelac@sf.bg.ac.rs
2

Rezime: a analitike s ciljem 

podataka o broju vozila za svaki sat za oba smera na odabranoj lokaciji. Skup podataka sadrži merenja koja 
su vršena u periodu od 2011.
locirani na putevima u Republici Srbiji. Na raspoloživom skupu podataka, u softverskom alatu Weka, 

Lazy lbk, Random forest, Random Committee i Random Tree algoritmima. Najbolji modeli su izabrani 
oeficijent korelacije, srednja apsolutna greška i

kvadratni koren srednje kvadratne greške. Zatim su dati modeli testirani na novom testnom skupu podataka 

svakog sata za celu 2020. godinu na odabranoj lokaciji.  

Big Data analitika,

Abstract: The aim of this research is to explore possibilities to use different methods of Big Data analytics 
with the aim to predict hour flow of traffic. In order to train and test predictive models, a traffic volume 
dataset that contains data related to the traffic amount for each hour for both directions at one selected 
location was used. The dataset contains measurements that were obtained during the period between 2011 
and 2018. The measurements were generated by automatic traffic meters located on the roads in the 
Republic of Serbia. We have trained and tested different prediction regression models on the available 
dataset using Weka software tool. The best results were obtained by models based on Lazy lbk, Random 
forest, Random Committee and Random Tree algorithms. The best models were selected by comparing the 
following measures of model performance: correlation coefficient, mean absolute error, and root mean 
squared error. The obtained models were tested on the new test dataset using the same metrics as in the case 
of model selection, and the best performance was obtained by Lazy lbk algorithm. The plots that show 
predicted and actual values were generated using Pythons's data visualizalitaion libraries. Using the best 
model, a traffic prediction for each hour for both directions for the whole 2020 year at the selected location 
was made. 

Keywords: Big Data analytics, Machine learning, Python, Weka, Traffic prediction

1. UVOD

(Lippi et al., 2013). ,

(Aqib et al., 2019). Dosadašnja istraživanja ukazuju na to da ne postoji jedinstvena tehnologija koja obuhvata 
analizu velikog skupa podataka. Stoga je neophodno u zavisnosti od strukture i obima podataka primeniti 

Kong et al. (2019)
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(Salamanis et al., 2015), u literaturi postoje 

Random Forest i neuronske mreže (Bratsas et al., 2020)

(Xie et al., 2020).

državnim putevima I kategorije u Srbiji, u periodu od 1.1.2011. do 31.12.2018. godine. Rad je zasnovan na 

putu broj 23, IB kategorije (Pojate - - - Preljina - - Požega - Užice - -
Nova Varoš - Prijepolje - državna granica sa Crnom Gorom: , a lociran je u mestu 
Vodice. 

godina generisao skup 
datum,

dan u nedelji, sat, smer i broj vozila
kreiraju modeli maši
za svaki sat. Kao ciljna (zavisna) varijabla izabran je atribut broj vozila. Kao skup podataka za 
modela izabrane su instance koje se odnose na period od 2011.-2015. godine, dok su instance koje se odnose 
na period od 2016.-2018. godine Tako je 
skup podataka za trening sadržao 87.648 instanci, dok je skup za testiranje sadržao 52.608 instanci. 

3. METODOLOGIJA
U prvom delu ovog istraživanja je izvršena priprema podataka s ciljem da se naprave datoteke koji bi bile 

Applications) i programa napisanih u programskom jeziku Python.
Generisan koji se sastoji od je 87.648 instanci. Cilj je bio da se projektuje 

atribut broj vozila. Pošt njega su primenjeni svi regresioni 
koji su dostupni u softverskom alatu Weka. Modeli su trenirani i ocenjeni 10-

strukom unakrsnom validacijom na trening skupu, a potom su najbolji od njih dodatno ocenjeni na testnom 
skupu podataka.

3.1. Opis metode

projektovati, su 

algoritmima, kao što su: linearna regresija, regresiono drvo, neuronske mreže, itd. Evaluacija svih modela je 
-struke unakrsne validacije. Nakon toga je izabran najbolji model i evaluiran na 

– skupu podataka za testiranje. Uspeh predikcije je meren 
ška (5) i srednja kvadratna 

greška (6). Ukupan broj instanci za testiranje je n; projektovane vrednosti na testnim instancama su p1, p2,
…, pn; stvarne vrednosti su a1, a2, …, an; i su srednje vrednosti projektovanih, odnosno stvarnih 
vrednosti.   = , (1)
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Gde je= ( )( ), (2) = ( ) , (3) = ( )  (4)   š = | | | | (5)   š = ( ) ( ) (6) 

Najbolji model performanse,
model  konzistentnost (ispitivanje performansi na 

i

4. REZULTATI
data mining softverskom alatu 

Weka (Waikato Environment for Knowledge Analysis). Ovaj softver predstavlja skup algoritama mašinskog 
zakonitosti u podacima. Na skupu podataka za treniranje, u datom 

softverskom alatu, primenjeni su svi dostupni regresioni algoritmi (ciljna varijabla je 
10-fold cross validation),

rezultate. 
Performanse primenjena na skupu ,

-struke unakrsne valikacije, prikazane su u Tabeli 1.  

Tabela 1: Performanse najboljih modela 
Algoritam za mašinsko Lazy lbk Random 

Committee
Random Forest Random Tree

Koeficijent korelacije 0,9424 0,9413 0,954 0,9259
Srednja apsolutna greška 13,4235 13.1908 11,7609 14,9551
Srednja kvadratna greška 19,1172 19.1248 16,9391 21,6507

Za svaki od 

Plavom bojom su predstavljene stvarne vrednosti, a crvenom projektovane. Zbog preglednosti grafikona 
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Slika 1: Stvarni i projektovani bro
najbolja algoritma (prikazano prvih 100 instanci koji se odnose na skup podataka za trening)

modela. 
Sva modela rešavaju zadati problem, i performanse su približno iste. Najbolji koeficijent korelacije na 

performansi modela, evaluacija je sprovedena i nad novim, nepoznatim skupom podataka – skupom 

e su u 
Tabeli 2. Iz tabele se može videti da je model baziran na Lazy lbk algoritmu pokazao malo bolje performanse 

ostalih modela. Zato je izabran ovaj model kao najbolji.

Tabela 2: Performanse izabranih na skupu podataka za testiranje
Algoritam za mašinsko Lazy lbk Random 

Committee
Random Forest Random Tree

Koeficijent korelacije 0,7270 0,7025 0,7018 0.7025
Srednja apsolutna greška 31,7978 32,7818 32,8781 32,7818
Srednja kvadratna greška 50,8012 52,3746 52,5327 52,3746

smerovima na odabranoj lokaciji za svaki sat svakog dana u 2020. godini. Prvih 100 projektovanih vrednosti 
Python i prikazane su na slici 2. 
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Slika 2: Projektovani protok vozila po satu za oba smera  prikaz prvih 100 
instanci

bazirani na regresionim algoritmima, i to: 
Lazy IBk (k-Nearest Neighbors), Random Forest, Random Tree i Random Committee. Na skupu podataka za 
treniranje, svi algoritmi su imali približne performanse, s tim da je Random Forest algoritam bio za nijansu 
bolj

Lazy lbk pokazao 
rezultate koji su malo bolji od ostalih. 

primeniti klasterovanje kojim bi bili izdvojeni delovi dana koji pred
brojem vozila nasuprot onim delovima dana kada je protok vozila mali.  

Dobijeni rezultat se poklapa sa rezultatima drugog istraživanja iste grupe koautora u kojem je analiziran 
ukupan dnevni protok vozila. Jedan od 

ju dani i delovi dana 
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IZBOR AKCIJA U FUDBALU NA OSNOVU PODATAKA 

DATA-DRIVEN FOOTBALL STRATEGY
1, 1 1 1
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Rezime:
do boljih rezultata. U 

najviše golova. Pokaz

Klj

Abstract: Strategy in football is often conducted based on the personal experience of the football player. 
However, by using data analysis it is possible to derive a sequence of actions that will lead to better results. 
In this paper, we applied a multi-armed bandits methodology that finds the probability density function of 
gain for each action, and as a result recommends a sequence of actions that will lead to the greatest gain, 
i.e. scoring most goals. It has been shown, on the synthetic dataset that the proposed methodology manages 
to find the true probability of scoring a goal for each action even after a small number of examples. 
Additionally, by comparing to traditional playmaking techniques it has been shown that improvement is 
made.

Keywords: Reinforcement learning, multi-armed bandits, strategy, football.

1. UVOD

al., 2010). Fokus
efikasnost ekipe, izbor formacije (Dobreff et al., 2019) ili analiza taktike (Meerhoff et al., 2019). Navedene 
analize pokušavaju da odgovore na pitanje kako izabrati ili sprovesti neki element igre pri poznatim 

ovor 
pozitivan, koje aspekte igre bi trebalo da popravi. Analiza formacije i analiza taktike pomaže treneru da 

odluke na terenu kako da odigra akciju u datom trenutku. Uvidevši ovaj nedostatak, autori se bave pitanjem 
izbora akcija koje bi trebalo da se odigraju kako bi ekipa ostvarila željeni efekat, odnosno postigla gol. 
Problem koji se pokušava rešiti je komplikovan jer zahteva od pojedinca da orkestrira celom ekipom kako bi 

naredni put ne proizv

koje ekipa treba da sprovedu na terenu.
Ideja ovog rada jeste da se 

se na utakmici postiglo što više golova. Akcije su unapred predefinisane, ali nije poznato koja akcija ili koji 
vnom se akcije sprovode na osnovu 

299



U ovom radu primenjena je metodologija višeru

golova. Eksperimenti su sprovedeni u dve iteracije. Naime, prvi eksperimenti su sprovedeni bez konteksta 

ajno bolje 
rezultate.

U narednom poglavlju je opisana metodologija koja se koristila u ovom radu. Nakon metodologije, 
opisana je postavka eksperimenta, kao i rezultati eksperimenta i njihova diskusija, da bi se nakon toga 

pravci istraživanja.

2. METODOLOGIJA

nesigurnosti i rizika (Gollier, 2018). Naime, izbor akcije bi trebalo da bude usmeren ka ostvarivanju cilja, tj.

zavisi od velikog broja faktora koji donosiocu odluke nisu poznati ili nisu dostupni uopšte. Dodatni problem 

ili tim postaje uigraniji bilo u napadu, bilo u odbrani. U pojmovima m

l. multi-armed bandits). Ova metodologija predstavlja grupu algoritama koji služe za 

Osobina ove metodologije je da funkcija raspodele dobiti postoji, ali
neophodno sprovesti akcije i meriti efekte izabranih akcija. (Kaufmann et al., 2016)

trebalo da izabere. Svaka akcija ima funkciju raspodele dobiti koja nije unapred poznata i koju je potrebno 

rezultate, ali istovremeno i pokušavati druge akcije u cilju ostvarivanj
rezultat akcije može biti postignut gol ili ne postignut gol (binarni izlaz) funkcija raspodele koja može da se 
koristi je beta raspodela. Razlog je što njena funkcija gustine ima raspon od nula do jedan što odgovara 

odluke kroz definisanje a priori
donošenja odluka 

odluke i u situacijama kada je kontekst donošenja odluke opisan preko atributa. 

intervala poverenja od 80%. U svakom koraku t

= ( | ) + ln( ) ( )  (1)

gde p (r|a)
pod uslovom akcije u vremenskom trenutku . Ovaj deo funkcije služi 

traženje gornje granice funkcije raspodele. Parametar opisuje interval poverenja i on je jednak 0,8, dok ( ) predstavl do vremenskog trenutka . Dodatak koji je uveden prilikom 
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( , )
BUCB). (Garivier & Moulines, 2011)

Drugi algoritam koji se koristi se naziva Tompsonovo uzorkovanje, poznato i kao a posteriori 

Prvo je uneta pretpostavka da akcije imaju id  
nskom trenutku 

(2)
gde predstavlja a posteriori za akciju i

nagradu 
Bajesove teoreme kao:

(3)

koristi se butstrap procedura. U daljem BTS. (Agrawal & Goyal, 2012) 
Epsilon-Greedy

akcija). Ovaj procenat se vremenom smanjuje kroz dodatni hiper-
v & Precup, 2014) 

, dobiti ,
. Samim dodavanjem konteksta procene verodostojnosti 

postaje ne

hiper-parametra koja se koristi prilikom L2 regularizacije (engl. Ridge regression)
regresije. (James et al., 2013)

Kao rezultat primene metodologije dobija se sekvenca akcija koje treba odigrati u narednoj utakmici. Npr. 

{ , , , , , , }.

3. REZULTATI I DISKUSIJA

3.1. Postavka eksperimenta
Cilj ovog istraživanja jeste da se iz podataka otkrije sekvenc

-
- Da li 

. Naime, napravljen je skup podataka koji se sastoji od 79 utakmica, svaka sa po 25 

utakmici koristi se samo a priori
utakmicama funkcije raspodele verovat
ostvarenim dobitima odigravanjem tih akcija. Kao rezultat modela dobija se sekvenca akcija koje je potrebno 

jviše golova. Uspešnost 

akcije na prvoj utakmici do poslednje akcije u vremenskom trenutku . Svi eksperimenti su sprovedeni 10 
.

ostavni i služe za diskusiju dobijenih 
rezultata. Prvi metod jeste izbor najbolje akcije

dobiti (na sli
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akcija (isprekidana narandžasta linija). Metode opisane u metodologiji su prikazane punim linijama, i to 
plavom linijom BUCB, narandžastom linijom BTS i žutom linijom Epsilon-Greedy algoritam.

situacija je ka

odnosno kvalitet golmana, odbrane, veznog reda i napada.

3.2. Rezultati i diskusija

Tim na raspolagan

izbora akcija. Rezultati opisanog eksperimenta su prikazani na

ranicu 

situacije kada ekipe postaju svesne prednosti 
odbranu efektivnijim.

BUCB metoda ima bolje rezultate od druge dve metode. Naime, razlika u dobitima je 
konstantno iznad 4%. Razlog za to je dobra kontrola ekploatacije dobrih akcija i izbor drugih akcija. Naime, 
druge metode, a posebno Epsilon-Greedy koje su bile dobre. Dešava se da 

akcija dobra.

Slika 1: 

Naredni e

da je BUCB BTS postiže

raspodele sa zadatim parametrima koji su opisani u tabeli, npr. osobina golmana u prvom redu tabele je 
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Slika 2:

Primer sekvence akcija iz za prvi eksperiment (sekvenca od deset akcija) može biti { , , , , , , , , , }, a za drugi eksperiment može biti { , , , , , , , , , }.

Tabela 1: Proces generisanja podataka
Golman Odbrana Vezni red Napad Akcija 1 Akcija 2 Akcija 3 Akcija 4

(90, 2) (60, 5) (60, 5) (60, 5) 40% 5% 5% 5%
(60, 5) (90, 2) (60, 5) (60, 5) 5% 40% 5% 5%
(60, 5) (60, 5) (90, 2) (60, 5) 5% 5% 40% 5%
(60, 5) (60, 5) (60, 5) (90, 2) 5% 5% 5% 40%
(60, 5) (60, 5) (60, 5) (60, 5) 40% 40% 40% 40%
(90, 2) (90, 2) (90, 2) (90, 2) 5% 5% 5% 5%
(90, 2) (90, 2) (60, 5) (60, 5) 20% 20% 5% 5%
(60, 5) (60, 5) (90, 2) (90, 2) 5% 5% 20% 20%

akcije. Naime, kontekst donošenja odluke igra veliku ulogu u procesu izbora akcije. 

vljanje spiska akcija koje bi 
trebalo da sprovede bi bilo od velikog doprinosa za postizanje željenog rezultata. Rezultati su prikazani na 
slici 3.  

Slika 3:

veoma dobrih performansi. Naime, ukoliko bi se koristili pristupi koji su dominantni u pozivanju akcija 
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BUCB 

nakon prve utakmice i vrlo brzo posti

obavanja drugih 
akcija koju je neophodno imati kako bismo dobili što bolje rezultate.

4

pri riziku i neizvesnosti. Dodatna kompleksnost se ogleda u tome što se 

odigravanjem neke akcije nije unapred poznata i mora se otkriti isprobavanjem. Kao prikladnu metodologiju 

uzorkovanje i epsilon-greedy algori

gola odigravanjem akcije i ako jeste koliko brzo se može otkriti, kao i da li dodavanjem konteksta 

imenimo na podatke iz realnom sistema i 
izvršimo detaljniju analizu. 
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Rezime:

pregled nekih od radova iz oblasti klasifikacije 
koriste za klasifikaciju slika. Nakon toga, opisana je struktura i primena konvolutivne neuronske mreže na 

ras, koja 

Python. 

Abstract: This paper describes the problem of recognizing traffic signs, where a convolutional neural 
network is used as a classifier. The first part of the paper lists several related papers, as well as a 
description of the methods most commonly used to classify images. The structure and implementation of the 
convolutional neural network in the selected data set are then described. The Python programming language 
was used for implementation, as well as the Keras library, which provides already implemented functions for 
creating convolutional models. The given model achieves a prediction accuracy of 95%.

Keywords: Traffic sign recognition, Convolutional Neural Networks, Deep Learing, Keras, Python 

1. UVOD
Saobra o prepoznavanje predstavlja izazovni 

vozilima.

spektar varijacija, stoga se mogu podeliti u više klasa, razvrstanih na osnovu boje, oblika i prisustva teksta. 

Sistem za prepoznavanje znakova se sastoji od dva glavna koraka: prvi predstavlja detekciju potencijalnih 
znakova na slici, njihovo izdvajanje od okoline, bazirano na boji i obliku konkretnog znaka. Drugi korak 

primene klasifikatora moraju se uzeti u obzir varijacije kojima se on mora prilagoditi, kao što su promena 
osvetljenja, vremenski uslovi, zaklonjeni znakovi.  

Convolutional Neural Networks). 

1.1. Srodni radovi
Mnogi radovi su 

najbolje rezultate.  Neki od radova navedeni su u daljem tekstu.
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Ruta et al. (2010)

(eng. Principal component 
klasifikacije manjom od 9%.

U radu Keller et al. (2008)

1233 slika.
U studiji Maldonado Bascon et al. (2010),

metode potpornih vektora. Primenjen je nad bazom koja sadrži oko 36 000 španskih znakova i oko 193 klasa 

Stallkamp et al. (2012)

.22%, konvolutivne neuronske mreže, primenjene u ovom istraživanju, uspele su nadmaše 

Sermanet i LeCun (2011)
znakova kao d

nisu uzimane u obzir.

2. METODE KLASIFIKACIJE SLIKA
Razvijene su mnoge tehnologije i metode za klasifikaciju slika i detekciju objekata na slikama. Klasifikacija 

Supervised Learning), koja kao ulaz dobija podatke i posebnu 

vrednost labele, odnosno da odredi kojoj klasi pripada dati podatak. Na osnovu toga, klasifikacija slike 
a. Neke od 

metoda koje se najviše primenjuju prilikom klasifikacije slika su navedene i opisane u nastavku teksta.
Metoda potrpornih vektora (eng. Support Vector Machines, SVM) 

SVM je linearni model koji se može koristiti za rešavanje linearnih i nelinearnih problema. Ideja ovog 

vektori (eng. Support vectors), a distanca je margina koju težimo maksimizirati. Ukoliko se javi problem da  

K najbližih suseda (eng. K- nearest neighbors, KNN) je jedan od najjednostavnijih algoritama 

je i klasifikaciju, 

Neuronske mreže (eng. Neura Network
algoritam nastao je kao pokušaj da se

prepoznavanje šablona (prepoznavanje lica, objekata itd.), prepoznavanje sekvenci (gestova, govora, 

neželjenih elektronskih poruka (spam). 

2.1. Konvolutivne neuronske mreže
Konvolutivne neuronske mreže (eng. Convolutional Neural Networks) predstavljaju specijalnu vrstu 
neuronskih mreža za procesiranje nestruktuiranih podataka. Konvolutivne mreže (CNN) se primarno koriste 

(crno-belu ili u boji), koja je zapisana kao niz piksela h x w x c, gde h predstavlja visinu slike 
izraženu u pikselima, w širinu, a c broj kanala (c=1 za crno-belu sliku, c=3 za RGB slike).

ri gavna sloja: konvolutivni, potpuno 
povezani i sloj sažimanja.

poznatih i kao matrice karakteristika (eng. Feature maps ivacionim funkcijama. Ulazna 
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Nakon eng. Rectified Linear 
Unit)

vrednost x.  ReLU aktivaciona funkcija definiše se kao:( ) = max (0, ) (1)

Nakon prethodno opisanog sloja sledi sloj sažimanja (eng. Pooling layer

dobijenih  raznim konvolucijama, kao i broj par
uglavnom oblika maksimalnog (eng. max-pooling eng. Average-pooling).

se koristi kao završni prilikom izgradnje konvolutivne nuronske mreže jeste potpuno povezani sloj (eng. 
Fully connected layer). Svrha ovog sloja je d

Slika 1: Konvolutivni slojSlika 1: Konvolutivni sloj

Slika 2: Sloj sažimanja
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klasifikaciju slika u labele. Izlazi prethodnih slojeva se pretvaraju u vektore koji se koriste kao ulazi u daljem 
procesu klasifikacije.

itektura konvolutivne neuronske mreže.

Slika 3: Prikaz arhitekture konvolutivne neuronske mreže

3. PRIMENA ALGORITMA
Skup podataka koji je kori – German Traffic Sign 
Recognition Benchmark i s

g algoritma, dati skup je potrebno srediti. Slike i 

x30 piksela. 

u modelu.

implementirane funkcije potrebne 
Keras model: sekvencijalni i funkcionalni. U ovom radu opisan je sekvencijalni Keras model (eng. 
Sequential model rilikom kreiranja 
mreže.

eng. 
Rectified Linear Unit). Pored potpuno povezanog sloja i sloja sažimanja, umetnut je i sloj izbacivanja (eng. 
Dropout layer) ko -

a.
U poslednjem sloju (eng. Dense layer) kreirane mreže primenjena je Softmax activaciona funkcija koja se 

funkcija pretvara izlaze potpuno povezan

poslednjeg sloja jeste da redukuje izlaznu matricu na 43 vrednosti koje odgovaraju razl

Kreirani model se zatim primenjuje nad skupom za treniranje (eng. Training dataset)
funckije model.fit(). Model je treniran kroz 15 epoha, odnosno iteracija. Broj uzoraka treniranja prilikom 
jedne iteracije iznosi 64, a zadat je parametrom batch_size. Za funkciju gubitka izabrana je funkcija 
categorical_crossentropy koja se koristi prilikom više-klasne klasifikacije, a kao funkcija optimizacije koristi 
se funkcija pod nazviom Adam koja spada u kategoriju optimizacionih algoritama sa derivacijom prvog 

Pored skupa za treniranje, prvobitni skup podataka sadrži i podskup koji je potrebno iskoristiti za 
testiranje napravljenog modela. Kao i tokom treniranja, skup je potrebno srediti pre primene samog 

funkcija accuracy_score.

klasi pripada odabrana slika.  
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4.
Cilj ovog rada bio je 
konvolutivna neuronska mreža koja klasifikuje ulaznu sliku u jednu od 43 kategorije. Objašnjeni su slojevi 
konvolutivne neuronske mreže i prikazana je implementacija mreže p

slabijeg kval

inteligentnih automobila. 
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Abstract: Data visualization is the output of the business intelligence concept for end–users. It is considered as
a mean for understanding developments in a company and as a supporting tool for decision–making. A high
amount of work is realized in all stages of developing a business intelligence solution, including visualizing
information and mined knowledge on dashboards. When dashboards fail to communicate efficiently and
effectively it jeopardizes all effort already done. This work discusses augmenting dashboards by the short
quantified sentences of natural language. Less statistically literate domain experts and novice professionals
might especially benefit from this visualization. Short quantified sentences are understandable despite the
professional background. In addition, several data cannot be explained by graphs or in tables. It holds for the
non–linear dependencies among attributes and flexible concepts. Finally, this approach is less sensitive to the
lower quality and imprecision in data, which especially holds for data extracted from the external sources into
the company’s data warehouses.

Keywords: Linguistic Summaries, Strategic Dashboards, Analytical Dashboards, Data Warehouse, Business
Intelligence

1. INTRODUCTION

Roughly speaking, the mission of business intelligence concept is transforming raw data into the meaningful
information for supporting decision–making on diverse levels in an institution or company [5, 10, 17]. This
mission is supported through data warehouses (multidimensional databases), ETL processes (extract data from
sources, their transformation into the desired structure including data cleaning, and load into a data warehouse),
querying by SQL, OLAP cubes (queried by MDX), data mining and visualization (often by dashboards).

The users are on several levels in a company: operational, tactical and strategic. As we move to the higher
level, the granulation should be less detailed. For instance, decision maker on a strategic level in a hotel is not
interested in complaints of a particular guest, but in a category of guests having a significantly higher number of
complaints.

A higher amount of work is realized before interpreting information and mined knowledge on dashboards.
From the end–user’s point of view, visualization is usually the main part. Strategic dashboard is a collection
of multiple visual components (e.g., charts, summarizing tables and key performance indicators) on a single
view so the main messages can be monitored at glance [4]. However, many dashboards fail to communicate
efficiently and effectively [16]. Next, less statistically literate domain experts and novice professionals struggle
to understand tables and graphs (especially when the information is not visually clear [16], and when it consists
of diverse statistical figures [8]). Thus, failure in this step might jeopardize all good job done in the previous
stages of developing a business intelligence solution. Contrary, summarized sentences like regularly, in early
autumn the number of complaints is high and the most of visits from French speaking countries is in early spring
are understandable at first glance regardless professional background. In addition, these sentences cannot be
easily interpreted on graphs or in tables.

The reminder of the paper is structured as follows. Section 2 briefly describes the preliminaries of linguistic
summaries including measuring their quality, whereas Section 3 explains the main concepts of data warehouses.
Section 4 proposes integration of relevant summaries into dashboards and related discussion. Finally, Section 5
concludes this work.

2. LINGUISTIC SUMMARIES IN BRIEF

Linguistic summaries (LSs) rely on the theories of fuzzy sets and fuzzy logic, where belonging to a set (to
concepts like high turnover, and to relative quantifiers like most of ) is a matter of degree.

The concept of LSs was introduced in [20], whereas [2] provides an overview of the recent developments
and applications. This field is still active. For instance, in [19] is developed an application in agriculture domain,



whereas in [7] is proposed an application for smart cities. Next, an overview of quality measures (and applied
to official statistics data) is discussed in [8]. The quality measures selects a smaller set of the most relevant
summaries, and filter summaries which explain outliers or are based on the improperly constructed (families of)
fuzzy sets.

The classic structure of LS is Q entities in database have S [20]. Quantifier Q and summarizer S are usually
formalized by fuzzy sets, i.e. most of the visits are from high–income countries, but we can also apply classical
predicates, e.g., most of the visits are from Europe. The proportion of elements in a data set X that fully and
partially satisfies the predicate S is defined as

yB(x) =
1

n

n

∑
i=1

μS(xi) (1)

where n is the number of elements in a data set and the membership function μ formalizes summarizer S. The
validity (truth value) of the summary is calculated as

vB(x) = μQ(yB(x)) (2)

where the function μ formalizes relative quantifier Q for the summary. Both yB and vB assume values in the unit
interval.

The classic structure LSs with restrictions take the form Q R entities in database have S, where restriction R
focuses on a part of data set relevant for the summarization [15], i.e., most of the visits from remote countries
have a short stay. The proportion of records that satisfies summary is defined as

yR(x) =
∑n

i=1 μS(xi)∧∑n
i=1 μR(xi)

∑n
i=1 μR(xi)

(3)

where n is the number of elements in X and the membership function μ formalizes, both S and R. The convention
0/0=0 is used in order to avoid undefined proportions; this situation occurs, when not a single record does meet
R (and therefore (due to conjunction) not a single record does simultaneously meet both R and S). Analogously
to (2) we calculate the validity for (3)

vR(x) = μQ(yR(x)) (4)

The basic quality criterion (validity as defined in (2) and (4)) is the relevant one, but it does not cover all
quality aspects [11]. A detailed review of quality measures for both summaries (1, 3) can be found in e.g., [8].

3. DIMENSIONAL DATA STRUCTURES

The dimensional data structures consist of fact table(s), which contain measures, and dimensions, which explain
the meaning of measures. The simplest structure, STAR scheme is a structure, where a central table represents
the fact on which the analysis is focused, and a number of tables, represent the dimensions required for analyses
[12]).

Often, to answer a business intelligence question we need data from internal and external sources. An
illustrative data warehouse for a hypothetical hotel is shown in Figure 1, where * indicates attributes whose
values are extracted from the external sources.

User on a strategic level asks questions by attributes of dimensional tables, usually not by numbers or
intervals. Instead of question Is it true that the most of guests from Benelux prefer hotels situated in altitude
from 600 to 1 000 meters?, user might poses a question Is it true that the most of guests from Benelux prefer
hotels situated in medium altitude areas?.

The external sources, in his case official statistics data, contain crisp values. Thus, the external numerical
data should be transformed into granules having sharp borders, e.g., altitude 1 000 m is medium altitude, or
even into fuzzy sets indicating the intensity of altitude to the concept, which leads to fuzzy data warehouses [3].

4. LINGUISTIC SUMMARIES ON DASHBOARDS

This section discusses summarized sentences on dashboards and sensitivity of results.



Figure 1 The simplified structure of a STAR scheme for a hypothetical hotel.

Figure 2 The suggestion for a dashboard augmented by the short quantified sentences of natural language.

4.1. Dashboards

Business intelligence visualisation considers strategic, operational and analytical dashboards [17]. Strategic
dashboard is a consolidated and arranged collection of multiple visual components (e.g., charts and key
performance indicators) on a single view so the main messages can be monitored at glance [4]. The main goal is
to provide a quick overview of the development in an organization, not to explain reasons for such development.
Therefore, the predefined linguistic summaries of structures (2, 4) are suitable for the top level managers, which
usually are not interested in detailed data analyses and finding reasons for measured performances.

Each key indicator and its the most convenient visualization should be confirmed by user. The same holds
for summarized sentences. The background of sentences consists of subsets of attributes, their granules and a
family of quantifiers. When user wishes to focus attention on length of visits, then we construct (from available
data or users opinion) the linguistic variable on numeric attribute avg_length (Figure 1) consisting of terms like
low, medium and high. The same holds for numeric attributes of dimensional tables like distance in dimension
d_country.

The calculation of validity and other quality measures can be computed by methods suggested in, e.g.,
[8, 13], where the optimisation procedures reduce calculations for insignificant summaries.

A hypothetical example of a dashboard augmented by the summarized sentences is depicted in Figure 2.
The combination of labels with the highest validity and quality measures is provided on dashboard. In addition,
classical prototype forms can be adjusted to explain time series like most of quests in location Li measured
significant decrease in average spending, i.e., recently, they do not ordered additional services.

Contrary, analytical dashboards supports interaction with data by roll–up, drill–down and drill–across queries



among others. The results are usually shown in tables or on graphs, which are often interactive. The same
functionality should be offered by quantified sentences. For instance, when summarized sentence on continent
level indicates that the continent C1 is problematic, we can drill–down to reveal the problematic group of
countries.

In addition to the strategic dashboards, this kind of dashboard should offer option for deeper analyses by
selecting and formalizing

relevant quantifier (few. about half, most of, almost all)
attributes (from dimensions and fact tables),
linguistic terms (low, medium, around m, where m ∈ R, high)

Let us have for instance the following hypothetical summarized sentences from data (Figure 1)
1. The most of visits from Asia is of long stay
2. About half visits from Europe is of long stay
3. Few visits from Australia is of long stay

Sentence 1 indicates the most perspective continent, whereas sentence 3 reveals the least perspective one.
Concerning sentence 2, in this continent might be groups of countries with long stay.

The hypothetical drill–down summaries are
1. The most of visits from Baltic countries is of long stay
2. Few visits from Scandinavian countries is of long stay

It is a valuable information for marking department to devote campaigns to the recognized continents and
groups of countries. A department for public relations might be intrigued to reveal the reasons for such visitors’
distributions.

4.2. Sensitivity

The ability to load data of a high quality to the data warehouse from the internal and external sources using the
ETL process is a key requirement. It especially holds for data from the external sources, which face diverse
quality problems, mainly because the methodology of data collection is not known. Challenges for tracking
data quality are discussed in e.g., [14, 18]. Even though many approaches for covering data quality exist, it
is impossible to guarantee that a warehouse contains data without quality issues and imprecision (guessed or
imputed data instead of real ones, for instance).

The linguistic summaries are less sensitive to the factors like a small imprecision in data and user’s linguistic
requirements formalized as fuzzy sets. In linguistically summarized sentences similar entities similarly contribute
to the validity. The monotonicity (one of crucial factor in data analysis) says that if matching degree of one
element increases, whereas the other remains the same, the validity of summary remains the same or increases,
when we apply increasing quantifier like most of or almost all). It is a matter of direct verification.

Regarding the summarization on an constantly increasing number of records like in the fact tables in data
warehouses, the proportion in (2, 4) is a distributive operation [17]. So, we can build results on the previously
calculated proportions.

The quality of linguistic summaries is another topic which should be considered. The quality measures
like data coverage, simplicity and relevance are recognized by [6] and their aggregation for data warehouses
is proposed in [9]. Hence, summaries which meet all relevant quality measures should be interpreted on
dashboards.

5. CONCLUSION

Visualisation interprets information and knowledge revealed from data. It is one of the key steps for successful
application of a business intelligence solution in practice. Dashboards usually consist of tables, diverse graphs
and thematic maps, which ae not always understandable at first glance. This work has theoretically analysed
benefits of including short quantified sentences of natural language for augmenting established visualization
techniques on dashboards. The benefits for end–users are the immediately understood message from data, and
explained frequencies, modes of behaviour and relational knowledge among data, which cannot be efficiently
conveyed by the established visualisation methods on dashboards.

Moreover, linguistically summarized sentences can be interpreted by text–to–speech synthesis systems. They
are especially useful whenever the users’ visual attention is focused on something else [1]. Thus, summaries
opens new dimension on interpreting information from data warehouses to the business users. The next
step is building full–featured dashboards which integrate linguistically explained developments and relational
dependencies among relevant data.



Acknowledgement

This paper was supported by SGS project No. SP2020/125 by the Ministry of Education, Youth and Sport of the
Czech Republic.

REFERENCES

[1] Arguelles, L., & Triviño, G. (2013). I–struve: Automatic linguistic descriptions of visual double stars.
Engineering Applications of Artificial Intelligence, 26, 2083–2092.

[2] Boran, F. E., Akay, D., & Yager, R.R. (2016). An Overview of Methods for Linguistic Summarization with
Fuzzy Sets. Expert Systems with Applications, 61, 356—377.

[3] Fasel, D. (2014). Fuzzy Data Warehousing for Performance Measurement. Cham: Springer.
[4] Few, S. (2006). Information Dashboard Design: The Effective Visual Communication of Data. O’Reilly

Media.
[5] Grossmann, W., |& Rinderle-Ma, S. (2015). Fundamentals of Business Intelligence. Berlin Heidelberg:

Springer–Verlag.
[6] Hirota, K., & Pedrycz, W. (1999). Fuzzy computing for data mining. Proceedings of the IEEE, 87,

1575–1600.
[7] Hudec M. (2019). Possibilities for linguistic summaries in cognitive cities. In Portmann E., Tabacchi M.,

Seising R., & Habenstein A. (Eds.), Designing Cognitive Cities (47—84). Cham: Springer.
[8] Hudec, M., Bednárová, E. & Holzinger, A. (2018). Augmenting statistical data dissemination by short

quantified sentences of natural language. Journal of Official Statistics, 34, 981–1010.
[9] Hudec, M.(2018). Quality measures of quantified linguistic summaries aggregated by the uninorm connec-

tive for dimensional data structures. Proceedings of the XIII Balkan Conference on Operational Research,
Belgrade, 73–80.

[10] Jensen, C.S., Pedersen, T.B., & Thomsen, C. (2010). Multidimensional Databases and Data Warehousing.
Morgan & Claypool Publishers.

[11] Kacprzyk, J., & Yager,R.R. (2001). Linguistic Summaries of Data Using Fuzzy Logic. International
Journal of General Systems, 30, 133–154.

[12] Kimball, R., & Ross, M. (2013). The Data Warehouse Toolkit (3rd ed.). New York: John Wiley & Sons.
[13] Liu, B. (2011). Uncertain Logic for Modeling Human Language. Journal of Uncertain Systems, 5, 3—20.
[14] Souibguia, M., Atigui, F., Zammali, S., Cherfi, S., & Yahia, S.B. (2019). Data quality in ETL process: A

preliminary study. Proceedings of the 23rd International Conference on Knowledge–Based and Intelligent
Information Engineering Systems, Budapest, 676–687.

[15] Rasmussen, D., & Yager, RR. (1997). Summary SQL – A Fuzzy Tool for Data Mining. Intelligent Data
Analysis, 1, 49—58.

[16] Reiter, E. (20117) Non–experts struggle with information graphics. Source: https://
ehudreiter.com/2017/10/02/non-experts-struggle-graphs/ [accessed March 2020.]

[17] Vaisman, A., & Zimányi, E. (2014). Data Warehouse Systems – Design and Implementation. Berlin
Heidelberg: Springer-Verlag.

[18] Wang, R.Y., & Strong, D.M. (1996). Beyond Accuracy : What Data Quality Means to Data Consumers.
Journal of Management Information Systems, 12, 5—33.

[19] Wilbik, A. Barreto, D., & Backus, G. (2020). On relevance of linguistic summaries – A case study
from the agro-food domain. Proceedings of the 18th International Conference Information Processing and
Management of Uncertainty in Knowledge-Based Systems(IPMU 2020), Lisbon, 289–300.

[20] Yager, R.R. 1982. (1982). A New Approach to the Summarization of Data. Information Sciences, 28,
69–86.





Primene OI u gra evinarstvu 

OR Applications in Civil 

Engineering 





PRIMENA AHP METODE VIŠEKRITERIJUMSKE OPTIMIZACIJE ZA IZBOR KRANA 
NA VELIKIM INVESTICIONIM PROJEKTIMA

THE APPLICATION OF THE AHP METHOD FOR CRANE SELECTION IN LARGE 
INVESTMENT PROJECTS

1, NATAŠA 3, MARIJA 2

1 fakultet Univerziteta u Beogradu, Beograd, nsimic@grf.bg.ac.rs
2 , Beograd, natasa@grf.bg.ac.rs  
3 , Beograd, mpetrovic@grf.bg.ac.rs

Rezime: Izbor krana na velikim 
ciljeva projeka. Kao posledica lošeg izbora krana mogu se javiti kašnjenja zbog loše organizacije, kao i 

praksi. Problem izbora krana treba posmatrati kao problem višekriterijumske optimizacije. U ovom radu za 
izbor AHP metoda. Predloženi model primenjen je 

AHP metoda, izbor krana, višekriterijumska optimizacija. 

Abstract: The selection of a crane on large investment projects is a risky activity to achieve the basic 
objectives of the project. As a consequence of poor choice of crane, there may be delays due to poor 
organization, as well as budget overruns. It is a well-established practice that the selection of a crane is 
made on the basis of the largest load being lifted and the largest radius of action of the crane, although this 
is often the subject of criticism by researchers as well as those who deal with it in practice. The problem of 
crane selection should be viewed as a problem of multi-criteria optimization. In this paper, the AHP method 
is used for the selection of cranes on large construction projects. The proposed model was applied to the 
case study of the construction of an industrial facility and the results are given with discussion.

Keywords: AHP method, crane selection, multi-criteria decision making

1. UVOD
izgradnje velikih 

investicionih projekata s pravom obeležava kao na aktivnost. Kašnjenja zbog loše organizacije, kao i 

radu, kao i osnovne ciljeve svakog investicionog projekta (vreme, troškovi i kvalitet), izbor kranova na 
velikim projektima je izuzetno važna aktivnost kojoj se a pažnja. 

Kran, kao mašina z unutrašnji transport materijala i elemenata objekta, predstavlja najbitniju 

Ustaljena p
dejstva krana Neretko, na 
investicionim projektima u Srbiji, zbog velike cene koštanja kranova, ovaj izbor se svodi na izbor krana koji 

Veliki broj istraživanja bavio se . U tim 
procedurama izbor krana je definisan dostizanje tradicionalnih ciljeva 
projekta (vreme, troškovi i kvalitet) (Hanna, 1999). Iz tog razloga, mnogi autori su tragali za modelom koji 
bi olakšao donošenje odluke o izboru najpovoljnijeg krana i kao takav doprineo poboljšanju performansi 
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projekta (Warszawski, 2006, Chao, 1993, Gray and Little, 2006, Hanna, 1999, Huang, Wong and Tam, 
2011).

Da bi se navedeni problem prevazišao, mnogi autori u svojim radovima napominju da problem izbora 
krana treba posmatrati kao višekriterijumski problem, tj. da pri izboru krana treba uzeti u obzir više 
kriterijuma. (Chao, 1993, Hanna, 
1999, Al-Hussein, 2012). Jedna od predloženih metoda jeste Hijerarhijski Proces). Ova 
metoda višekriterijumske optimizacije nalazi široku primenu u upravljanja projektima 
u (Al-Harbi, 2001, Temiz and Calis, 2017, Saaty, 1990, Lin, Wang and Yu, 2008, Cakmak 
and Cakmak, 2013, Nassar, Thabet and Beliveau, 2003, Shapira, Asce and Goldenberg, 2006).

Al-Oqla and Hayajneh, 2010). Analizirana su tri tipa kranova: toranjski, 

krana. Rangiranje kriterijuma je izvršeno primenom AHP metode. Prema Dalalahu i ostalima, najvažniji 
e na izbor krana je bezbednost. Za njim slede uslovi gradilišta, zahtevi projekta,  kapaciteti 

krana, i na kraju ekonomski faktor. Autori su u okviru rada razvijeni model za izbor najboljeg krana 
nisanje modela. Rezultati rada pokazuju da 

toranjski kran predstavlja najbolji izbor.

tradicionalnog ili polu-automatizovanog sistema toranjskog krana za izgradnju poslovnog objekta visine 66 
m formirali model primenom AHP metode sa pet hijerarhijskih nivoa. Model je zasnovan na modifikovanom 
i proširenom cost-benefit pristupu (Chao, 1993). Kriterijumi su hijerarhijski razvrstani na kriterijume vezane 
za troškove i

anja alternativa. 2016,
2017) su razvili postupak AHP sa rasplinutim (fuzzy) promenljivim i parametrima i primenili ga za 
rangiranje alternativa prilkom donošenja odluka 

zasnovan na AHP metodi 
predložen je i opisan u ovom radu u narednim odeljcima.

2. METODOLOGIJA

2.1. Predlog procedure za višekriterijumski izbor krana
Na Slici 1 dat je šematski prikaz predložene metodologije.

Slika 1: Predložena metodologija

kriterijumi za izbor krana. Predloženi su i kriterijumi koje treba uzeti u obzir prilikom izbora krana: K1 
– karakteristike projekta, K2 – troškovi, K3 – – uticaj na životnu 
sredinu. Svaki od kriterijuma se sastoji od podkriterijuma. Kriterijumi sa svojim podkriterijumima dati su u 
Tabeli 1.
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Tabela 1: Kriterijumi i podkriterijumi
Kriterijumi Podkriterijumi
K1 - Karakteristike projekta Uslovi tla ( )

Lokacijski uslovi (pozicija krana i prostor za transport, montažu i 
demontažu krana)

K2 –Troškovi Koštanje radnog sata mehanizacije Kh
Transport
Montaža i demontaža
Održavanje i amortizacija

K3 -
mehanizacije

Pouzdanost
Nosivost krana
Visina dohvata krana
Radijus dejstva

K4 - Uticaj na životnu sredinu Potrošnja energije (u zavisnosti od pogonskog sredstva)
Emisija CO2
Bezbednost i zdravlje ljudi

Predloženi model razmatra prethodno navedene kriterijume na osnovu ulaznih podataka. Ulazni podaci na 

mehanizacije i baza istorijskih podataka sa prethodnih projekata. Evaluacija kriterijuma podrazumeva najpre 
je
iji kriterijum i 

alternative rangirane po kriterijumima sledi tj. izbor krana.

3. AHP METODA
(AHP) je metoda 

osnovu razvio Thomas Saaty (Saaty, 1990, Saaty, 2015). Osnovni princip ove metode je razlaganje složenog 
problema u hijerarhiju. Na vrhu hijerarhije je postavljen cilj, a kriterijumi, podkriterijumi i alternative su 
razloženi na više hijerarhijskih nivoa. Zaklj m elemenata u parovima na svakom 

osnovne Satijeve skale. Osnovna 

vrednosti (1, 3, 5, 7, 9). Pored njih, postoje i srednje vrednosti (2, 4, 6, 8).

nata na jednom hijerarhijskom nivou formiraju matric A, gde
element aij predstavlja odnos kriterijuma i prema kriterijumu j. Ukoliko ima n
je kvadratna matrica reda n. Kako la konzistentnost , elementi aji predstavljaju

aij. Elementi na dijagonali matrice jednaki su 1. Pri idealno 
konzistentnom vrednovanju, matrica A bi se dobila iz odnosa relativnih težinskih koeficijenata kriterijuma: 

A= =  , 

gde je wi relativni težinski koeficijent elementa i.
Postoji više definisanih metoda za težinskih koeficijenata WT=[w1, .... , wn]. Saaty je 

predložio da se najpre odredi sopstvena vrednost max matrice A.

* ,

vektor sopstvenih vrednosti matrice se može definisati kao vektor približniih vrednosti težinskih 
koeficijenata WT. 
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Jedna od pomenutih metoda za dobijanje vektora w jeste rešavanje

WWA ili 0WIA , (1)

gde je I

Kako bi elementi vektora W bili jedinstvene vrednosti, oni se normalizuju tako što se podele svojom sumom.
Potom se vrši množenje vektora W sa težinskim koeficijentom elementa na višem hijerarhijskom nivou koji 

od viših ka nižim nivoima. 
Kom

Kada je postupak sproveden do najnižeg 
hijerarhijskog nivoa (alternativa), definišu se kompozitni težinski koeficijenti za svaku alternativu. Zbir 
kompozitnih koeficijenata iznosi 1. Kao rezultat sprovedenog 

cilj i rangiranje alternativa prema

4. PRIMER SA REZULTATIMA I DISKUSIJOM
izgradnje industrijskog objekta kod koga je proces izbora

još uvek u toku je kako bi se pokazala predložena metodologija. Kranovi koji su izabrani 
Osnovna svrha modela je ocena da li je usvojeno 

rešenje zaista najbolja opcija, tj. u kojoj meri je 
kriterijume koji bi možda vodili do izbora drugog rešenja i pospešili dostizanje osnovnih ciljeva projekta.

.95 m. Krovna i fasadna 

38.5 m. 
montaže nalaze se uz sam objekat.

AHP m
prikazana na Slici 2.

Slika 2: Hijerarhijska dekompozicija modela

Na Slici 2 su lako ljiva tri nivoa modela. Najviši nivo predstavlja cilj problema - izbor krana, na drugom 
. Kriterijumi sa svojim 

podkriterijumima detaljnije su opisani u Tabeli 1. Vrednosti podkriterijuma za kriterijum K2 (Troškovi) 

(Kh) I
energije u zavisnosti od pogons
emisije SO2

Kvalitativni podkriterijumi su 
svedeni na kvantitativne ocenama nezavisnih eksperata. Svakom podkriterijumu dodeljene su ocene od 1 do
5. Ocene definišu
ocenu dovoljno, a 5 ocenu

– toranjski kran Liebher 130 ES-V 6, 
A2 – kran Potain MCT 178, A3 –

324



iznajmljivanje na tržištu Srbije.

eksperata. Anketirana su tri nezavisna eksperta sa dugogodišnjim iskustvom u izgradnji investicionih 
projekata. 
obzirom na predmet problema. 

svakog eksperta obrazuju poredbenu matricu. Normalizovani sopstveni vektor matrice 
predstavlja vektor težinskih koeficijenata kriterijuma za svakog eksperta. Finalni težinski 

koeficijenti kriterijuma 
and Cho, 2008).  

Tabela 2: kriterijuma
1 2 3 4

0,0709 0,2180 0,5255 0,1856

Iz Tabele 2 (kriterijum K3) sa 52.55% i dalje 
imaju 
sredinu) sa 17.32% i 16.

Naredni korak je procena alternative za svaki kriterijum cilj modela. Ove 
procene alternativa u odnosu na kriterijum su elementi u matrica Alternative su 
rangirane prema svakom od kriterijuma u Tabeli 3. Rangiranje je izvršeno na osnovu sopstvenih vektora 
poredbenih matrica alternativa.

Tabela 3: Matrica rangiranja alternativa po kriterijumima
K2 K3 K4

0.083 0.057 0.057 0.074
0.193 0.295 0.649 0.643
0.724 0.649 0.295 0.283

U Tabeli 4 prikazano je finalno rangiranje alternativa na osnovu finalnog vektora prioriteta za alternative 

matrice kriterijuma i matrice rangiranja alternativa po kriterijumima.

Tabela 4: Finalno rangiranje alternativa

0,0618 0,5382 0,4000

Iz tabele 4 se može iti da je, , alternativa A2 
najbolje rangirana, a da za njom sledi alternativa A3. Ovo pokazuje da alternativa A2 predstavlja kran koji 

rešenje (alternativa A3) je najbolje rešenje u pogledu troškova s obzirom da nema troškova iznajmljivanja 
mehanizacije, ali kada se uzmu u obzir i drugi kriterijumi, ona ne predstavlja optimalno rešenje. 

5
U predloženom modelu izbora krana na velikim investicionim projektima problem izbora krana razmatran je 
kao  problem  višekriterijumske optimizacije. Za AHP metoda.

ja izgradnje jednog industrijskog 
objekta. Evaluacija modela izvršena je na osnovu definisanih kriterijuma, dostupnih ulaznih podataka i 
procena nezavisnih eksperata. karakteristika mehanizacije, uzeti su u obzir i kriterijumi 
vezani za karakteristike projekta, troškove i uticaj na životnu sredinu. Rangiranjem kriterijuma primenom
AHP metode pokazano je da kriterijum koji se odnosi n tvuje u 
procesu selekcije sa 52.55%, ali i da ne treba zanemariti i druge kriterijume kao što su troškovi i uticaj na 
životnu sredinu. Optimalna alternativa prikazane studije slu je kran sa primetno višim troškovima u
odnosu na troškove ostalih alternativa, ali koji znatno bolje zadovoljava ostale definisane kriterijume.
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Rezime: Building Information Modelling (BIM) podrazumeva izradu višedimenzionalnog informacionog 
modela objekta, koji se zasniva na 

u u procesu planiranja, projektovanja, izgradnje i održavanja objekata.

Abstract Building Information Modelling (BIM) means developing of multi-dimensional information model 
of a building, which is established on a basic 3D model and enables information sharing among the 
participants on a project during the entire lifetime of a building. The paper presents the significance of BIM 
technology in civil engineering and its role in the process of planning, designing, construction and 
maintenance of a building. 

Keywords: BIM, information model, civil engineering, planning, designing, construction, maintenance. 

1. UVOD

izazovnoj poslovnoj klimi, moraju usvajati n
-Building Information Modeling. BIM je 

dizajnirani, 

da obuhvati kompletan životni ciklus objekta - 

- aktera u 

informacija u BIM-u, da podrži i ukaže na ulogu tog aktera (NBIMS 2010).  
- upravljanje životnim vekom 

-a je 
pouzdaniji prenos inform
završetku projekta, pristup pouzdanim informacijama za one koji održavaju objekat (KGH sisteme, vodovod 
i kanalizaciju, itd).

Svest o prednostima BIM-a iz godine u godinu raste. Prednosti BIM-

ložaj 

troškova.
BIM je postao standard u velikom broju zemalja širom sveta, kao i Evropske Unije. U Severnoj  Americi 

od  2007. godine do 2012. godine upotreba BIM, u raznim sferama inženjerstva, porasla je sa 28% na 71%. I 

oj industriji (Ninkov et al. 2016). 
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Plan udruženja BIM Srbija, koje promoviše primenu i standardizaciju informacionih tehnologija i nauka u 

postala efikasnija (https://bim-serbia.com/).

2. PRIMENA BIM-A
2.1 Primena BIM-a u procesu projektovanja
Dosadašnji
preseci, izgledi). Proces 

S tehnološkim napretkom, CAD se razvio 
AutoCAD-a i ArhiCAD-a softveri 3D projektovanje). Dalji 

razvijaju dodatne dimenzije - vreme (4D), troškovi (5D), održivost i potrošnja energije (6D), upravljanje i 
održavanje objekta (7D).

Slika 1: Proces razvoj BIM-a

Proces projektovanja primenom BIM-a osmišljavanja dizajna koncepta objekta, a završava se 
BIM predstavlja stvaranje i 

m
informacija. Informacije o projektu dobijene na osnovu digitalnog prikaza objekta mogu se koristiti za 

tne projektne dokumentacije, detaljnu specifikaciju materijala i 

BIM

(Sabadoš et al. mogu biti posebno definisani, izdvojeni iz projekta i 
Build 2010).

tu (površinama i zapreminama, redosledu gradnje), posebnom elementu 

projektu - ima itd.
-a, sva projektna dokumentacija i crteži u 2D ravni mogu 

žavanje tokom eksploatacije (www.cenews.com).
–a osigurava puno kvalitetniji uvid u osobine objekta koji se projektuje, što 

gradnje. 

3D

Baza podataka

Osobine 
elemenata/materijala

Vizuelna 
identifikacija objekta

Saradnja struka

Faznost objekta

4D

Vreme

Planiranje i 

JIT predaja 
elemenata

5D

Troškovi

Real Time

Konceptualno 
modelovanje i 

planiranje 
troškova

Definisanje 

podrška detaljnoj 
proceni troškova

Predproizvodna 
rešenja

6D

Održivost

Konceptualna 
analiza energetske 

efikasnosti

Detaljna analiza 
energetske 
efikasnosti

održivosti 
elemenata i 

objekata
LEED&BREM

7D

Upravljanje i 
održavanje 

objekta

BIM strategija 
životnog veka 

projekta

BIM as BUILTS
BIM plan 

održavanja i 
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Slika 2: Uticaj BIM-a na troškove projekta
(preuzeto: https://www.revit4you.com/bim/) 

Ukoliko se tokom izgradnje objekta ukaže potreba za izmenom projekta, sve izmene se vrše na 

ektne dokumentacije. 

klijenata.

preko dve decenije.

da ideju dovedu do izgradnje pristupom zasnovanim na koordiniranom i konzistentnom modeliraju (Sabadoš 
et al.

Trenutno najrazvijenija i najpopularnija BIM aplikacija za 
projektovanje u visokogradnji je Autodesk Revit koji se deli na:

Revit Architecture - Autodesk Revit Architecture automatski gradi parametarski okvir oko modela,

objekta, pa projektni tim može da bude bolje informisan i da donosi važne odluke pri samim

potrebnih materijala;
Revit Structure - Autodesk Revit Structure smanjuje vreme potrebno za izradu celokupne projektne

podataka (modela). Izmene na konstrukciji objekta parametarska tehnologija u Revitu automatski
koordinira i ažurira kroz ceo projekat i sve osnove, preseke, izglede;
Revit MEP - 

MEP-om inženjeri mogu pravovremeno da donose odluke jer mogu precizno da odrede položaj

u Revit MEP-u smanjuje
- sistemi grejanja,

- - vodovod, kanalizacija, sprinkler i
hidrantska mreža.

Pored Revit-a, u upotrebi su i Tekla, AlarmCAD, ArchiCad, AutoCad AEC, Applications, Auto SPRINK, 
Bentley Building, CAD Pipe, Design Master Software, Fire Acad, Generative Components. Neka popularnija 
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BIM softverska rešenja za modelovanje cevi, instalacija i metalnih konstrukija su: Revit, InfiPoints i 
EdgeWise (Sabadoš et al. 2016).

2.2 Primena BIM - a u projektovanju i gradnji puteva i pruga

BIM-a kod projektovanja
model terena (DTM) i digitalni model površi (DSM) (Ninkov et al. 2016). Zatim se nastavlja modelovanjem 
na bazi relevantnih informacija o projekt dizajnu i prostornom položaju objekta. To dovodi do izrade 

www.cenews.com).

ke dokumentacije, vreme potrebno za 

gradnju po predvidljivijem rasporedu. Pored efikasnosti i produktivnosti informacioni model objekta 

redukuju potencijalni problemi gradnje pre nego što 
potrošen na eventualne parnice (www.cenews.com).

Program AutoCAD Civil 3D je Autodesk BIM rešenje u niskogradnji (www.teamcad.rs).

2.3 Primena BIM-a u kontroli izgradnje
Kod tradicionalnog pristupa, kontrola izgradnje se može vršiti u grubim okvirima i to pre svega u gabaritima 

Razvoj savremenih tehnologija poput laserskog skeniranja (Light Detection and Ranging-LiDAR) i 
bespilotnih letelica (Unnamed aerial vehicle-
podataka u kratkom vremenskom interval (Ninkov et al. 2016). Kao produkt primene pomenutih tehnologija 

(informacije o trenutnom stanju izvedenih radova, 

koji se može koristiti za razne analize i komparaciju projekta i izvedenog stanja, kao i kontrolu poštovanja 

brz i efikasan uvid u eventualna odstupanja od projektne dokumentacije (Ninkov et al. 2016). Prikupljeni 
podaci se mogu koristiti za modelovanje unutrašnjih i spoljašnjih površina objekta u postupku stvaranja BIM 

(Ninkov,Sabadoš, Ninkov, 2016).

2.4 Primena BIM-a u procesu održavanja objekata
-u zavisnosti od vrste 

šno upravljanje 

a primena BIM tehnologija koja podrazumeva izradu višedimenzionalnog 
informacionog modela koji uz 3D geometriju sadrži i bitne informacije o elementima objekta, te obuhvata 

tnim informacijama 

održavanje i pronalaženja optimalnih rešenja u održavanju (Volk et al. 
et al. 2014), pa 

2.5 Formiranje BIM-a starih-
U mnogim zemljama teži se ka tome da se formira BIM postoj
objekata 
revitalizacije. Taj proces nosi mnoge probleme jer mora  sadržati sve informacije. Parcijalno unošenje samo 
onih poznatih predstavlja potencij -
nalaze apsolutno svi podaci o objektu na kojem se preduzimaju intervencije (Build 2010).
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Ovaj model može se razviti primenom LiDAR i UAV tehnologija koje ju kreiranje detaljnog 
georeferenciranog površinskog modela objekta, bilo da se radi o objektu, unutrašnjosti objekta, putu ili pruzi 
(Sabadoš et al. 2016) ili konvencionalnih tehnologija geodetskog snimanja, u zavisnosti od toga šta je 
potrebno. 

et al. 2016). Primena georadara, LiDAR i UAV 
edstavljaju osnovu za kreiranje detaljnog 3D 

modela. U narednoj fazi stvaranja BIM-
informacijama o delovima objekta (kod puteva to bi moglo biti ujedno i kontrola izgradnje, jer pruža uvid u

delova objekta i rok trajanja istih, dimenzije pojedinih delova, informacije o održavanju i potrošnji i mnoge 
druge (Ninkov et al
tehnologije u daljoj eksploataciji objekta (Ninkov et al. 2016). 

2.6 Primena BIM-a u geodeziji

Uloga geodezije u stvaranju BIM-

implementacije planske dokumentacije ili o kreiranju BIM-

objekata.
Razvoj savremenih geodetskih tehnologija poput LiDAR (laserskog skeniranja) i UAV (bespilotna 

u 
(Sabadoš et al. 2016). 

ulogu. BIM potencijalno može ponuditi neke pogodnosti u upravljanju slojevitim katastarskim prostorom u 

et al. -a za upravljanje katastarskim podacima 
-digitalni, inteligentni, 

et al.
upravljanje životnim ciklusom objekta i time dobila informacija o vrednosti objekta (Atazadeh et al. 2016). 

Building Information Modeling (BIM) predstavlja simulaciju i optimizaciju procesa planiranja i izgradnje 

im informacijama o svim 

i analiziran unapred, da bi se umanjili rizici. BIM je bogat podacima, objektno orjentisan, inteligentan i 
parametarski dig
Izdvajanje podataka od interesa,

nja i donošenju odluka i na osnovu kojih se 
može unaprediti proces projektovanja i izgradnje objekata (Kolbe 2007).

timova, ali
one koji održavaju objekat. Kako se upotreba BIM-
dovesti do poboljšanja profitabilnosti, smanjenja troškova, boljeg upravljanja vremenom i poboljšanih
odnosa sa klijentima.

tehnologije.  
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Rezime: U radu je analiziran uspjeh kandidata koji su polagali prijemni ispit za upis na Arhitektonsko-
-

nastava održana je iz dva predmeta – matematika i percepcija i prezentacija prostora. Dobijeni rezultati su 

Abstract: The paper analyzes the success of candidates who took the entrance exam for enrollment at the 
Faculty of Architecture, Civil Engineering and Geodesy, University of Banja Luka. The success of the 
candidates was compared in relation to the way they prepared for the entrance exam: in the traditional way 
(in the classroom), online (at a distance) or independently by themselves. Preparatory classes were held in 
two subjects - mathematics and spatial perception and presentation. The obtained results are presented
through descriptive statistics and adequate statistical tests.

Keywords: Entrance exam, distance learning, success of candidates, statistical tests

1. UVOD
Razvojem informacionih tehnologija otva . Nastava 

(Harasim, 2000), a u 

ave (Gray, 2013). Kao najve
fleksibilnost u radu (Sagheb-Tehrani, 2008).

ijalnog nivoa 

veliku ekspanziju tokom 2020. godine pokazavši se im u situaciji izazvanoj globalnom 
pandemijom virusa Kovid 19. Ovakav vid nastave je zapravo

nastavom.  
i tradicionanu 

nastavu (Faidley, 2018)

se radilo o kursevima i -a (Paul & Jefferson, 2019; 
Shelley, Swartz, & Cole, 2007)

tova – online i papirni test (Stack & Stack, 2015).  

daljem studiranju  - .
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pripremanja prijemnog ispita. Na AGGF-
pripremne nastave, prijemnog ispita i uspjeha kandidata u daljem školovanju 

- - ,
, & , 2019).

:
IP1)
tradicionalni? 
IP2) Da li 
samostalno pripremali?
IP3)

– online nastava ili samostalna priprema kandidata?
Studije na Arhitektonsko- -geodetskom fakultetu u Banjoj Luci odvijaju se na tri 

ematike, dok kandidati na studijskom 

prostora. Arhitektonsko- -geodetski fakultet dolazi iz 
gra Ukupan broj bodova na prijemnom ispitu iznosi 50, a kandidat treba osvojiti 

obrazovanja se vrednuje sa maksimalno 50 bodova. Rang lista kandidata koji konkurišu za upis na 
Arhitektonsko- -geodetski fakultet se formira na osnovu zbira bodova ostvarenih u srednjoj školi 
i uspjeha na prijemnom ispitu. Prijemni ispit iz matematike se sastoji iz deset zadataka razvrstanih po 
oblastima i svaki zadatak nosi po pet bodova, dok prijemni ispit iz percepcije i prezentacije prostora 

ukupan broj u prijemnom ispitu varira u zavisnosti od kompleksnosti zadatka. 
U toku juna mjeseca svake godine izvodi se pripremna nastava za upis na Arhitektonsko-

-geodetski fakultet, ali od 2019. godine ona se izvodi samo iz matematike i percepcije i 
prezentacije prostora. Pripremna nastava iz svakog predmeta traje dvije sedmice u ukupnom fondu od 30 

Zbog novonastale situacije izazvane pandemijom virusa Kovid 19, sva nastava u ljetnom semestru 
školske 2019/2020. godine, kao i pripremna nastava za 2020. godinu na Arhitektonsko- -
geodetskom fakultetu u Banjoj Luci odvijala se online putem platforme Google meet i Google Classroom.

na pripremn
predmet, dok su neki kandidati pratili oba predmeta. Pripremna nastava se izvodila svaki ponedjeljak 
(percepcija i prezentacija prostora) i utorak (matematika) u periodu 18.5.-23.6.2020. u trajanju od 3 školska 

Pripremna nastava iz matematike odvijala se putem google meeta uz korištenje dokument kamere 
Epson lpdc21 tako da su kandidati direktno mogli pratiti šta nastavnik piše na papiru, umjesto na tabli kao 

postavljani su zadaci za vježbu kao .pdf dokumenti. Kandidati su tokom nastave mogli postavljati i pitanja.
Na tradicionalni n tavi iz Perepcije i prezentacije 

test kako bi se utvrdilo koliko su napredovali tokom kursa.
rješavali zadatke predstavljene na tabli u grupi, odnosno razgovarali i pokušavali objasniti strategije koje su 

alno 

su tokom pauza imali na raspolaganju
Tokom 

pripremne nastave održane 2020. godine, dimanika rada

-

2. ORGANIZACIJA I METODE ISTRAŽIVANJA
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Od ukupno 253 kandidata koji su konkurisali za upis na Arhitektonsko- -geodetski fakultet 
Univerziteta u Banjoj Luci, u prvom upisnom roku za školsku 2019/20 prijavilo se 125 kandidata, a  za 
2020/21 godinu 128 kandidata. Pripremnu nastavu 2019. godine slušalo je 79 kandidata, dok je 2020. godine 
online pripremnu nastavu slušalo 88 kandidata. -

-
Wallis test, neparametarski Mann-Whitney U test. Promjenljive koje su posmatrane u ovom istraživanju 
nemaju normalnu raspodjelu. 

Tabela 1. Broj kandidata po usmjerenju i godini 

GODINA

Ukupno2019 2020
Odsjek ARH Broj 73 86 159

% od GODINA 58.4% 67.2% 62.8%
GRA Count 32 28 60

% od GODINA 25.6% 21.9% 23.7%
GEO Count 20 14 34

% od GODINA 16.0% 10.9% 13.4%
Ukupno Count 125 128 253

% od GODINA 100.0% 100.0% 100.0%

U posmatranom uzorku najviše je kandidata za upis na studijski program arhitektura 159 (62.8%), za 
(23.7%) i geodeziju 34 (13.4%), dok je po godinama upisa približno jednaka 

arhitekture (tabela 1). ližno isti broj kandidata ženskog i 
muškog pola u obe posmatrane godine, ukupno 162 (64%) kandidata ženskog pola i 91 (36%) muškog pola. 

prijemnog ispita (tabela 2).

Tabela 2. Prosjek ocjena u srednjoj školi u odnosu 

in N Aritm.sredina Std. Dev.
Tradicionalno 79 40.30 6.04
Online 88 41.63 5.68
Samostalno 86 40.29 6.97
Ukupno 253 40.76 6.26

i po oblastima koje se polažu. 

3. REZULTATI I DISKUSIJA
Tabela 3. Uspjeh kandidata na prijemnom ispitu po godinama za sve kandidate

GODINA N Aritm.sredina Std. Dev. Median Minimum Maximum
2019 125 27.70 12.24 29.00 .00 49.00
2020 128 23.74 12.58 22.25 .00 50.00
Ukupno 253 25.70 12.55 25.00 .00 50.00

Mann-
ispit polagali 2019. godine (N=125, Md=29.00) i kandidata koji su prijemni ispit polagali 2020. godine 
(N=128, Md=22.25) (tabela 4).  P ova ostvaren na prijemnom ispitu 2019. godine iznosio je 

(tabela 3). 
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Tabela 4. Razlika u uspjehu po godinama - Mann-Whitney U test

Mann-Whitney U test U Z p
Razlika u uspjehu u odnosu na godinu upisa za sve 
kandidate
2019 (N=125, Md=29.00), 2020 (N=128, Md=22.25)

6427.000 -2.705 0.007*

Razlika u uspjehu u odnosu na godinu upisa za kandidate 
koji su slušali pripremnu nastavu
2019 (N=79, Md=30.50), 2020 (N=88, Md=23.50)

2667.000 -2.595 0.009*

Razlika u uspjehu u odnosu na godinu upisa za kandidate 
koji su slušali pripremnu nastavu iz matematike
2019 (N=48, Md=28.50), 2020 (N=58, Md=21.00)

1159.500 -1.478 0.138

Razlika u uspjehu u odnosu na godinu upisa za kandidate 
koji su slušali pripremnu nastavu iz percepcije
2019 (N=31, Md=36.00), 2020 (N=30, Md=25.75)

286.000 -2.584 0.01*

IP1) 
Tabela 5. Uspjeh kandidata na prijemnom ispitu po godinama za kandidate koji su slušali 
pripremnu nastavu iz predmeta koji su polagali na prijemnom ispitu
GODINA N Aritm.sredina Std. Dev. Median Minimum Maximum
2019 79 30.20 10.57 30.50 8.00 49.00
2020 88 25.88 12.36 23.50 .00 50.00
Ukupno 167 27.92 11.71 28.00 .00 50.00

Mann-Whitney U test

slušali online 2020. godine (N=88,Md=23.50). Kandidati iz 2019. godine su pokazali bolji uspjeh (tabela 4). 

kandidata u 2020. godini 25.88 sa standardnom devijacijom 12.36. (tabela 5). 

Tabela 6. Uspjeh kandidata koji su slušali pripremnu nastavu iz matematike i polagali 
matematiku na prijemnom ispitu, po godinama

GODINA N Aritm.sredina Std. Dev. Median Minimum Maximum
2019 48 28.15 11.39 28.50 8.00 49.00
2020 58 25.21 13.52 21.00 .00 50.00
Ukupno 106 26.54 12.63 25.00 .00 50.00

Za kandidate koji su slušali pripremnu nastavu iz matematike  Mann-Whitney U test

didate u 2020 (25.21). 

Tabela 7. Uspjeh kandidata koji su slušali pripremnu nastavu iz percepcije 
i polagali percepciju na prijemnom ispitu, po godinama

GODINA N Aritm.sredina Std. Dev. Median Minimum Maximum
2019 31 33.37 8.36 36.00 15.00 47.50
2020 30 27.17 9.81 25.75 8.00 44.50
Ukupno 61 30.32 9.55 30.00 8.00 47.50

Za kandidate koji su slušali pripremnu nastavu iz percepcije i prezentacije prostora Mann-Whitney U test je 

knadidate u 2020 (27.17) (tabela 7).
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IP2) 
Tabela 8. Uspjeh kand

Slusali_pripr N Aritm.sredina Std. Dev. Median Minimum Maximum
DA 167 27.92 11.71 28.00 .00 50.00
NE 86 21.38 13.05 19.75 .00 48.00
Ukupno 253 25.70 12.55 25.00 .00 50.00
Mann-Whitney U test

Md=28.00) i onih koji nisu slušali pripremnu nastavu (N=86, Md=19.75), za dve godine zajedno 
(U=5101.00, z=-3.776, p=0.000). Bolji uspjeh su postigli kandidati koji su slušali pripremnu nastavu bar iz 

Tabela 9. Uspjeh kanidata koji su slušali pripremnu nastavu iz PPP  i onih koji nisu i 
polagali prijemni iz PPP

Slusali_pripr N Aritm.sredina Std. Dev. Median Minimum Maximum
DA 61 30.32 9.55 30.00 8.00 47.50
NE 29 24.43 10.84 24.50 8.00 43.00
Ukupno 90 28.42 10.30 28.75 8.00 47.50
Mann-Whitney U test

nisu i polagali prijemni ispit iz PPP (N=29, Md=24.50),  (U=605.000, z=-2.410, p=0.016) (tabela 9).  

Tabela 10. Uspjeh kandidata koji su slušali pripremnu nastavu i onih koji nisu i 
polagali prijemni iz  matematike

Slusali_pripr N Aritm.sredina Std.Dev. Median Minimum Maximum
DA 106 26.54 12.63 25.00 .00 50.00
NE 57 19.82 13.88 16.00 .00 48.00
Ukupno 163 24.19 13.43 23.00 .00 50.00
Mann-Whitney U test

onih koji nisu (N=57, Md=16.00),  i polagali prijemni ispit iz mat. (U=2149.500, z=-3.039, p=0.002).  
IP3) 
Tabela 11. Uspjeh kand

N Aritm.sredina Std. Dev. Median Minimum Maximum
Tradicionalno 79 30.20 10.57 30.50 8.00 49.00
Online 88 25.87 12.36 23.50 .00 50.00
Samostalno 86 21.38 13.05 19.75 .00 48.00
Ukupno 253 25.70 12.55 25.00 .00 50.00

pripremanja ( 2=20.524, p=0.000). Iz tabele 11 se vidi da su kandidati koji su se pripremali na tradicionalan 

devijacijom 10.57.  

4.
Nakon sprovedenog 

didati koji su nastavu slušali u 2019. godini na 

matematike, kao i kod kandidata koji su slušali pripremnu nastavu iz percepcije i prezentacije prostora. 

nosu na 
kandidate koji su se samostalno pripremali. 
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IP3) 
ndidati 

koji su se pripremali samostalno. 

Prednosti online su svakako 
rada sa velikim brojem polaznika kursa, , te samim tim i 
bolja promocija škole, te smanjeni troškovi održavanja nastave i za kandidate (s obzirom da nisu morali biti 

godina kada su štampane). Kao nedostatke ovakvog rada možemo navesti: 
uvida u 
radnih sati za nastavnike tokom individualnih konsultacija i pregleda zadataka i nedostatak individualnog 
pristupa u radu sa kandidatima (kada su u pitanju napr

vježbu).

studentima, svakako je treba korisititi,

ZAHVALNICA: Ovaj rad je podržan od strane
i informaciono društvo Vlade Republike Srpske po projektu broj 19.032/961-103/19.
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Rezime:

ge

 Fotogrametrija, 

Abstract: The paper presents a "low cost" methodology of photogrammetric survey of roads in areas 
overgrown with dense forest or densely built high-rise buildings, and where it is not possible to apply 
commercial solutions and standard methods of geodetic surveying. It has been experimentally confirmed that 
by processing the photogrammetric images obtained in this way, a satisfactory geometric accuracy of 
geodetic products that are made for different purposes can be obtained.

Keywords: Photogrammetry, Photogrammetric recording, Point cloud, Digital terrain model.

1. UVOD

ionalni 

Standardne geodetske metode, kao što su polarna metoda i GNSS metoda mogu da obezbede podatke za 

fotogrametrijska i laserska (LIDAR) snimanja iz bespilotnih aerofotogrametijskih sistema – dronova, koji 

naseljenim pod Mobile Mapping System. Oni predstavljaju sistem sa više 
senzora (fotogrametrijska kamera, laserski skener i GNSS) integrisanih u jednu celinu koja se postavlja na 

jnice prikupljaju neophodne podatke za 

nekim delovima da bude otežana.   
Prethodno navedeno je bilo motivacija za istraživanje sa ciljem da se utvrdi da li se nekim low cost 

fotogrametrijskim rešenjima mogu dobiti kvalitetni podaci za izradu zahtevanih geodetskih podloga 
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studijskom programu Geodezija- -geodetska 
- aživanje i 

biti detaljnije prikazani polazna hipoteza i metodologija i tok eksperimentalnog istražavinja, sa analizom 

2. METODOLOGIJA
Polazna pretpostavka za 
fotografskih kamera, softvera za fotogrametrijsku obradu snimaka i pribora montiranog na standardno 

predelima i na osnovu toga izraditi kvalitetne geodetske podloge sa prihvatljivom 
2017). Cilj je da se na osnovu jednog snimanja obezbedi prikupljanje podataka za izradu digitalnog modela 
terena, digitalnog ortofotoa i konvencionalnog geodetskog topografskog plana. 

kontinuirano GNSS pozicioniranje projekcionog 

konvencionalnim

im stabilizatorom položaja kamere (rešenje preuzeto sa 

Sonyalpha 6000 sa rezolucijom od 24 Megapixela, 

https://www.agisoft.com/).

3. EKSPERIMENT
Planirani eksperiment je realizovan za potrebe izrade Projekta izvedenog stanja rekonstrukcije dela ulice 

Mobile Mapping systema ili GNSS prijemnicima. Primena 
polarne metode bi zahtevala obimne terenske radove, a na kraju bi se dobio DMT lošijeg kvaliteta zbog 

Slika 1: Deo ulice Volgina na Zvezdari

Zbog nedostatka 
mreža.
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na terenu bude manja od
10mm; 
da generisani DMT bude što verniji;

dužina;
e.

3.1 Pripremni terenski radovi
Za realizaciju

merenjima. Merenja u o

Slika 2:

rastinje koje se nadvilo nad ulicom. Za fotogrametrijsko snimanje je odabrana  kamera Sonyalpha 6000 sa 
je 

približno 1:346.  Iz toga je proizišlo da ef
na terenu bude 1,39mm. 

Slika 3:

3.2 Fotogrametrijsko snimanje i obrada podataka
Fotogrametrijsko snimanje je obavljeno kontinuirani mere u dva pravca 

ajnim pravilima kretanja) i sukcesivnim fotografisanjem trajektorije tako da se ostvari 

je maksimalna brzina snimanja kamere 1snimak u sekundi, da bi se ostvarili zadati preklopi neophodno je 
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Sony EDGE. Ukupno je snimljeno 1211 fotografija. Softverom 
SonyImagingEdgeDesktop je obavljen pregled i primarna uobrada fotografija, koja se satojala od 

Fotogrametrijska obrada snimaka je obavljena softverom AGI SOFT Photoscan 1.4.3
(https://www.agisoft.com/)

k
projekcije (kamer
snimanja.

Z
postavljaju „markeri“ i vrši se njihovo povezivanje sa te Da bi se 

(optimize camera alignment).

(Slika 4).

Slika 4:

model terana za deo ulice Volgina (Slika 5). Ovi modeli se mogu obogatiti dodavanjem teksture. Ovako, na 
bazi generisanog oblaka t i predstavljaju osnovu za izradu zahtevanih geodetskih 
podloga.

Slika 5:

4. IZRADA ZAHTEVANIH GEODETSKIH PODLOGA                                      
Na osnovu fotogrametrijski gene
generisan digitalni model terena (DMT) za deo ulice Volgina, sa svim neophodnim karakteristikama (Slika 

sistemu. Ovako 

(https://www.agisoft.com/).
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Slika 6: Fragment DMT i digitalnog ortofotoa na spoju asfalta i kaldrme

snimaka i dobijen kvalitetan digitalni ortofoto dela ulice Volgina. (Slika 6).
Digitalni model terena i digitalni ortofoto predstavljaju osnovu za eventualnu izradu konvencionalnog 

polilinije u formi topografskog plana ulice Volgina (Slika 7). 

Slika 7: Deo topografskog plana ulice Volgina

5. ANALIZA REZULTATA

Tabela 1: Razlike koordinata na kontro
Broj 

kontrolne 
Kordinate dobijene

RazlkaPolarnom 
metodom

Fotogrametrijskom 
metodom

Y
204

7462081.992 7462081.979 0.013m
X 4961782.341 4961782.34 0.001m
H 243.380 243.378 0.002m
Y

206
7462089.239 7462089.226 0.013m

X 4961735.26 4961735.263 -0.003m
H 242.846 242.833 0.013m
Y

207
7462090.777 7462090.773 0.004m

X 4961716.792 4961716.8 -0.008m
H 242.634 242.618 0.016m
Y

211
7462093.982 7462093.975 0.007m

X 4961644.751 4961644.760 -0.009m
H 241.786 241.771 0.015m
Y 7462094.167 7462094.156 0.011m
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X 212 4961528.217 4961528.209 0.008m
H 240.371 240.365 0.006m
Y

213
7462093.135 7462093.141 -0.006m

X 4961466.231 4961466.241 -0.010m
H 239.751 239.766 -0.015m
Y

214
7462076.979 7462076.987 -0.008m

X 4961408.114 4961408.126 -0.012m
H 239.063 239.073 -0.010m
Y

215
7461983.108 7461983.100 0.008m

X 4961347.047 4961347.035 0.012m
H 234.554 234.545 0.009m

kontrolnim 
-1.6 cm. Dobijeni 

6
Pokazatelji ocene geometrijske 
generisanom na osnovu fotogrametrijskog snimanja, opisanom metodologijom, ukazuju da je položajna 

Pri tome treba imati u vidu i da su se greške
terenskih geodetskih merenja orijentacionih prenele i na greške nastale prilikom ocenjivanja
dobijenih geodetskih podloga.

Primena fotogrametrijske metode opisanom metodologijom i ovako dobijene geodetske podloge mogu da 
zadovolje zahteve izrade projekata izvedenog objekta, kao i za aktivnosti koje se od nose na planiranje i 

LITERATURA

o- -geodetska škola, Beograd, 
2017, str. 3-41

Automatsko generisanje 3D modela u bliskopredmetnoj fotogrametriji sa aspekta 
, završni-master rad, Visoka -geodetska škola, Beograd, , str. 68-117

[3] https://www.agisoft.com/
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PRIMENA GENETSKIH ALGORITAMA PRI OPTIMIZACIJI GREDNIH NOSA
BETONA ULTRA VISOKIH

USING GENETIC ALGORITHMS FOR ULTRA HIGH STRENGTH CONCRETE BEAMS
OPTIMIZATION 

1 2 3 4

1 - , nikolic@vggs.rs
2 ro.rs
3 - , mitrozs@sezampro.rs 
4 - , oliverajeremic@vggs.rs

Rezime:

eksperimentalna istraživanja me

r su dve 

algoritama (GA) prema kritrijumu minimalne cene. U

prednapregnutu armaturu.

algoritmi 

Abstract: Ultra high strength concrete (UHPC) has extremely high mechanical properties and, compared to 
conventional concretes, is a superior material both in terms of mechanical properties and in terms of 
durability. In order to be able to predict the behavior of UHPC beams, experimental investigations of the 
mechanical properties of the composite itself were first performed with 2% and 4% by volume of steel fibers. 
After that, four 2m long girder beams were tested for bending to fracture with a load in thirds of the span.
The two beams were reinforced only with micro-steel fibers, while the two beams also contained classical 
reinforcement. Based on experimental tests and proposed AFGC recommendations for UHPC, the behavior 
of beam girders was modeled and optimized using genetic algorithms (GA) according to the minimum cost 
criterion. The paper also points out the ratio of the unit price of UHPC beams supported by steel fibers in 
relation to beams that also contain classical or prestressed reinforcement.

Keywords: ultra high strength concrete, beam girder optimization, genetic algorithms 

1. UVOD
Rad predstavlja nastavak istraživanja objavljenog  na SYM-OP-IS
ponašanja  UHPC pri savijanju.  ih svojstava samog kompozita, a potom i 

 ( et al. 2019). 

1.1 Komponentni materijali i projektovanje sastava UHPC
Projektovanje  

defekata  (kao što su mikroprsline i pore unutar cementne matrice
ih materijala. U sastav UHPFRC 

ulazi  bar dva puta
praškastih komponenti koje se dodaju u suvom stanju i homogenizuju mešanjem pre dodavanja vode 
(cement, silikatna prašina, kvarcni pesak ili agregat eruptivnog porekla separisan u nekoliko frakcija do 
8mm, kvarcni puder...) ( et al. 2019). 
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U eksperiment -cement CEM I 42.5 R BFC Lafarge.  Izbor portland 
cementa je izvršen na osnovu kompatibilnosti cementata i hemijskih i mineralnih dodataka sprovedenom na 

-
cementa i superplastifika Yazici et al. 2009, Yang et al. 2010). Kao mineralni 

-
Za spravljanje UHPFR

Valjevo, granulacije od 0-
d50%=45mm. Ispitivanjem granulometrijskog sastava kvarcnog peska oko 70% zrna se
0.4mm.

namenjenih za proizv
disperzije praškastih materijala u betonu.

Primenjena 2500
N/mm2

Udeo komponentnih materijala u projektovanim mešavinama usvojen je na osnovu ispitanih svojstava 
komponentnih materijala, projektovanih mešavina prikazanih u literaturi (Redaelli and Muttoni 2007) i
sopstvenih eksperimentalnih istraživanja
(Tabela 1).

Tabela 1. UHPC mešavine
Materijal US2Sf2 US2Sf4
Cement (kg/m3) 950 950
Silikatna prašina (kg/m3) 270 270
Kvarcni puder 350 350
0-0.5mm Kvarcni pesak 520 515
Voda 235 235
Superpl. Viscocrete 20HE 55 53

155 310
Voda iz superplastifikatora 31.9 30.7
Rasprostiranje (Flow slump (mm)) 274 277

materijala potrebno je nešto duže mešanje da bi se homogenizovao sastav mešavine. Prvo su zamešani svi 
komponentni materija
vode što je uticalo na smanjenje preostalog praznog prostora unutar mešavine. Nakon toga, dodavanjem vode 

im izborom dužine

Za spravljanje prizmi 4x4x
uslove standarda SRPS EN 196, dok je mešavina za prizme 10x10x40 cm spravljana u mešalici “Zyklos”, 

FRC za gredne 12x30x200cm spravljen je u 
mešalici Schlosser zapremine 120l sa brzinom mešanja 70 o/min. su nakon raskalupljivanja 
negovani u ambijentalnim uslovima.

2. PONAŠANJA GREDE OD U IJANJE
Beton je višefazni materijal sa brojnim paramet

bira se na osnovu razmere ili uticaja na makro ili mikro nivou grede.
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Slika 1.

U ovom delu eksperimentalng rada pažnja je usmerena na modeliranje ponašanja betona ultra visokih 
model ponašanja . Navedeni 

nije razmatrano u samom modelu ponašanja kompozita nego je prilikom optimizacije uzeto u ubzir pri 

raspona prema Aneksu 2 datom u francuskim preporukama za UHPC. Za mešavine US2Sf2 i  US2Sf4 
dobijeni su dijagrami je prikazana zavisnost 

prednapregnuta ammatura. P
ni.  

Slika 2.

3. OPTIMIZACIJA GREDA OD UHPC PRIMENOM GENETSKIH ALGORITAMA
Za rešavanje inženjerskih problema optimizacije primenom genetskih algoritama, optimalno rešenje se 
dobija sa približnom
genetski algoritmi
prost razvoj funkcije. Rešenje blisko optimumu može 

Problem optimalnog dimenzionisanja armirano- a razmatran je dugi niz godina. U ovom 

stanja nosivosti prema uslovu minimalne cene komponentnih materijala (Camp et al. 2003, Yazici et al.
2009,  2002). 

Potrebno je odrediti vrednost funkcije cilja 

],...,,[),(min 21 nxxxxxfz (1) 

a na osnovu ravnoteže sila u preseku, sa 

i primenjenog režima nege.
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e na izabranom kriterijumu, a što 
može biti minimalna težina ili minimalna cena. 

FR udeo
at optimizacije problema je rešen

primenom genetskih algoritama. Problem koji se razmatra u ovom radu odnosi se na optimizaciju utroška 
materijala prema kriterijumu minimalne cene. 

Cena kao rezultat optimizacije u ovom radu predstavlja cenu koštanja materijala za izradu metra dužnog 

prednaprezanju nije uzet u obzir, jer je usko povezan sa opremom kojom firma raspolaže i bazama podataka 
koje se odnose na analizu utroška resursa u prethodnom periodu i potrebno je da bude predmet nezavisne 
analize .

Funkcija cilja se može definisati kao ukupna troškovna funkcija prikazana u obliku:

pnabp AcAcAcxC 321)( (2)

gde je:
c1– UHPC
Abp- površina 
c2– B-500-B (0.6 Eur/kg)
Aa-
c3– cena kilograma kablova za prednaprezanje Y-1860-S7 (1.5 Eur/kg)
Apn- površina kablova za prednaprezanje

-
0

0

ui

ui

MM

NN
(3)

-                                

RdSd

RdSd

i

VV
MM

l
250lim

(4)

U Tabeli 2 za prikazane mešavine.  Prikazane cene 
ritoriji Beograda. 

Tabela 2.
Materijal Jed. cena US2Sf2 US2Sf4
Cement (eur/t) 93 88.4 88.4
Silikatna prašina (eur/t) 850 229.5 229.5
Kvarcni puder (eur/t) 135 47.3 47.3
0-0.5mm Kvarcni pesak (eur/t) 64 33.3 33.0
Voda (eur/m3) 0.35 0.1 0.1
Superpl. Viscocrete 20HE (eur/kg) 1.9 104.5 100.7

3.3 511.5 1023.0
SUMA [eur/m3] 1014.5 1521.8

Na osnovu primene Matlab skipte za optimizaciju nosivosti grede od UHPFR
parametri optimizacije prema 

kriterijumu minimalnih troškova su:

visina pritisnute zone
dilatacija pritisnute zone
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površina prednapregnute armature
Jedan od primarnih problema pri primeni GA odnosi se na 

populacije, maksimalnog broja generacija, vrednosti vezane za mutaciju i stopu ukrštanja).  Na osnovu 
iskustva na ovom primeru to predstavlja iterativan proces koji iziskuje dosta utrošenog vremena. 
Podešavanje param i koja 
je vezana za 
generacija. Za vrednost parametra mutacije usvojeno je 0.1, a stopa ukrštanja od 0.1 do 0.9 sa inkrementom 
od 0.1. Rezultati optimizacije su prikazani na Slici 3 i Slici 4. 

izražen doprinos prednaprezanja na nosivo FRC. Na 
osnovu prikazanih 

.

Slika 3.

Slika 4.
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4. CI
FR

zita, a potom prema preporukama izvršiti 
FRC znatno skuplji materijal u odnosu na konvencijalne 

betone, pored pažnje koju je potrebno usmeriti ka nosivosti i trajnosti konstrukcije neophodno je voditi 
o ekonomskoj opravdanosti.

parametara za relativno kratak vremenski period, a opravdanost upotrebe UHPFRC direktno zavisi od 
uspešnosti procesa optimizacije. e

odnosa komponentih materijala i procenta armiranja su daleko izraženije u odnosu na konvencijalne 
materijale i svakako da opravdava utrošeno vreme prilikom optimizacije.

FRC, ali i dalje nedovoljno da bi mogla 

manja za više od 1.7 puta.

ZAHVALNICA
Ovo istraživanje (ovaj rad) je podržan(o) od stane Ministarstva prosvete, nauke i tehnološkog razvoja 

kroz projekat broj 451-03-68/2020-
delatnosti

FTN-a&quot;.
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PREFABRIKACIJA U KONTEKSTU NAPREDNIH 

PREFABRICATION IN THE CONTEXT OF ADVANCED CONSTRUCTION 
TECHNOLOGIES

1 1, IGOR PEŠKO1 1

1 Univerzitet u Novom Sadu – , Novi Sad, ftn.uns.ac.rs

Rezime: Tehnološki i digitalni napredak u s

projektu imaju iste 

uspešnijih projekata ali i same strukture kompanije. 

 BIM tehnologija, IPD, Lean . 

Abstract: Technological and digital advances in the construction industry are very slowgoing. All industries 
have embraced and gladly implemented digitization and automation in their work process, and are already 
enjoying the positive outcomes of its implementation. In most cases, all parties involved in a construction 
project have the same goals, which is to reduce time spent, budget, risk and construction waste, as well as 
increase productivity, quality and safety at work. What further implies finding a solution in which the 
construction industry can be improved. The focus of this research is the analysis of prefabrication in 
construction projects with the help of the use of artificial intelligence, BIM technology, Lean Systems, 
automation, machine learning and robotics and their impact on the future. The aim of the paper is to present 
to the public the general benefits of this implementation and encourage construction companies to gladly 
adopt these systems and principles in order to achieve more successful projects and the structure of the 
company itself.

Keywords: BIM technology, IPD, Lean, Construction Projects, Management.

1. UVOD

veoma je važno utvrditi uzroke njihovog postojanja i nas

loša organizacija i finansijska kontrola koja je vezana za kompaniju (timovi u kancelarijama). Propusti koji 

jeste primena prefabrikacije. MCGRAW-HILL ko
istraživanja ’’SmartMarket Report’’ vezana za kompanije koje koriste prefabrikaciju u svojim projektima. 

ine upotrebiti 
ovu metodu na najmanje 10% svojih projekata, od svega 44% onih koji koriste modularnu izgradnju. Dok 
oko 90% je izjavilo da primenom prefabrikacije postiže poboljšanu produktivnost, sigurnost prilikom 

Jaillon and Poon 2008) 

uveliko prisutne 
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Razlog koji je motivisao za istraživanje je velika potražnja za izgradnjom objekata za izuzetno kratko 

izgradnju objekata. Zato se i dolazi na ideju kako se to može rešiti na efi

neophodno da se dobro upozna prefabrikacija i da se istraži srž problema, zatim da se istraže sve prednosti i 
mane koje prefabrikacija nosi sa sobom.

2. PREFABRIKACIJA U GRA

CO2. (Agency
a resursa i energije. Izgradnja zgrade troši 30% više vode, 10% -

Li 2019) Stoga su zelene zgrade sa održivim pristupima 
izgradnji postale nužnost i mogu se ostvariti inovacijama i napretkom u Zhao et. al

na licu me

kasnije 

izbegava teške vremenske uslove vezane za 

gradilišta, troškovi radne snage i materijala, zamenjuju se troškovima industrijskih postrojenja i opreme, a 

procedure kontrole kva

enom modularnih sistema prave turbulencije 

tržište modularne gradnje ima projektovanu godišnju stopu rasta od 6,9%. („The Roaring '20s & 10 
Construction Industry Trends That Will Shape It“)

2.1. Prednosti prefabrikacije

poboljšanja kvaliteta izgradnje. (Jang and Lee i elemenata može 

proces izgradnje može ob

kao rezultat prefabrikacije, ali postoji malo empirijskih studija koje bi potvrdile ovu tvrdnju. Prefabrikacija 
ike 

Prefabrikovana konstrukcija popularan je trend zbog vremena, energije i uštede troškova. Modularna 
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broj pokazatelja kako bi se razmotrile prednosti montažne zgrade, na primer, stvaranja otpada i dodatnih 
troškova ili uštede

– manje radne snage, realizacija radova u kontrolisanim uslovima.

om izgradnjom, ona zapravo 

minimalizirati
prepreke koje doprinose sporijem usvajanju prefabrikacije. (Steinhardt et. al 2014) 

radi prevazilaženja nedostataka. (Balaguer and Abderrahim 2008) Ovakav pristup usko je povezan sa 

projekta koji je u pit
prilikom primene prefabrikacije je:

Maksimalne širine drumskog prevoza,
Potreba za policijskom pratnjom,

ja u gradskim centrima,

Dodatni troškovi privremene konstrukcije za transport i/ili podizanje ili trajno uokvirivanje za
potporu montažnih sklopova,
Dodatni trošak za pred-montažu u fabrici pre demontaže za transport i isporuku,

izgradnjom,
Greška u masovnoj proizvodnji montažnih elemenata predstavlja ozbiljan rizik,
Održivost je pitanje vezano za transport materijala do gradilišta,

istovremeno i veliki i mali broj. („Prefabrication“)

planir

potrebno znanje.  

3. PREFABRIKACIJA I MODERNE TEHNOLOGIJE I SISTEMI

prefabrikovanih elemenata povezuju sa drugim poznatim modernim tehnologijama i sistemima, kao što je to 
BIM tehnologija, Lean sistemi, IPD (Integrated Project Delivery - integrisana isporuka projekata), AI 
(Artificial Intelligence – encija koristi BIM tehnologiju uz 

tehnologija 
rezultat Lean-

sposobnosti koje nudi. Jedno istraživanje je pokazano da se prefabrikacija smatra korisnom za celokupnu 

M

nu montažnih projekata u projektima na kojima su radili (98%), 
dok je samo 2% ispitanika bilo suprotnog mišljenja. Rezultati su prikazani na slici 1. 
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Slika 1:
robleme, poput smanjenja vremena potrebnog za 

adnje 
lokalnog gradilišta radnom snagom i materijalima zamenjuju se troškovima industrijskih postrojenja i 

3.1. BIM

predstave obim projekta. Integrisanje tehnologije i konstrukcije može vizuelizovati razlike u troškovima i 

vizualizaciju virtuelnih reprodukcija zgrade ili pravljenje 3D modela koji pomažu u otklanjanju problema ili 

modularnu gradnju sa efikasnijim tokovima rada nego u tradicionalnoj gradnji. Takvo okruženje poboljšava 
a. (Watson

rugim 

modularna prefabrikacija doprinosi 
-arhitektonskog projekta, kao što je dizajn, 

kvaliteta na viši nivo.

3.2. Lean sistem

smanjenja troškova i unap -u, sva energija i kreativnost 
organizovane su tako da streme ka što boljoj optimizaciji i dodavanju vrednosti vezane za korisnika. Ovo 

nja, ekološke takse i drugo. 

Kao jedna od glavnih prednosti je smanjenje vremena potrebnog za slanje naloga pre potrebne isporuke. 
Kašnjenje isporuke može produžiti trajanje projekta, te izazvati višak zaliha i dvostruko rukovanje 
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je glavni zadatak lean principa da svaku negativnu posledicu ili situaciju preokrene u njen pozitivni 
stav ili stanje.

3.2. IPD – Integrisana isporuka projekata
Integrisana isporuka projekata (IPD) uvedena je u SAD radi formiranja paradigme izgradnje koja je 
usmerena na poboljšanje troškova, vremena i kvaliteta projekta u odnosu na tradicionalne sisteme nabavki. 
(Hook and Stehn 2008) (AIA) naglašava da, iako se BIM može primeniti u 

-a. (Piroozfar et al. 2019) 
Postojanje BIM-a i IPD- ltat 
njihove napredne funkcije i snage saradnje. IPD – Integrisanu isporuku projekta možemo definisati i 

projektovanje i izgradnju sa deljenim modelom rizika/nagrade, zagarantovanim troškovima, odricanjem 

kolaboracije. Taj model se još naziva i „Lean celokupna isporuka projekta“ ili „Lean IPD“ kako bi se 

projektni tim

3.2. 

procesa za upravljanj

inteligencije istražuje dizajn. Sa svim potrebnim ulaznim podacima, fa

predstavimo kao raz

utrošenog vremena, što dovodi do smanjenja troškova kao i do zadovolja

pojavu svih negativnih posledica i rizika koje se mogu javiti prilikom procesa projektovanja, ali i same 

o

ali ono što njegovom sistemu nedostaje jeste automatizacija koja je potrebna za upravljanje složenim 

BIM može brže da vizualizuje greške, AI da optimizuje rešenja a Lean prefabrikacija to da realizuje. Uz 

kako bi se 

Time ne samo da se prefabrikacija razvija i podiže na viši nivo, 

je on temelj ove ideje.
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5
Svet je izložen svakodnevnim opasnostima, bilo da su te opasnosti produkt ljudske greške ili prirodnih 

da 

ima smisla i ulaganje u istu. Modularna prefabrik
široko se koristi u nekim razvijenim zemljama i regionima, kao što su Sjedinjene Države, Evropska unija, 
Velika Britanija, Japan i Singapur, dok u nekim delovima sveta primena modularne prefabrikacije je zaista 

bi bila kreativna i zanimljiva. Prefabrikacija može da predstavlja neiscrpni izvor kreativnih i zanimljivih 
rešenja, kako za arhitekte tak

imeni. Jasno definisani ciljevi projekta daju 

projekata u izgradnji ima mnogo faktora koji treba uzeti u obzir i svaki ima potencijal ili rizik da smanji ili 

avljanje 

realizaciju ove ideje i na k
ZAHVALNICA

D
Novom Sadu, Republika Srbija.
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VREDNOVANJE FASADNIH OBLOGA U FAZI PROJEKTOVANJA SA ASPEKTA 
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Rezime:
arhitektonskih projekata primenom metodologije procene ekoloških uticaja koje pojedine fasadne obloge 
imaju na životnu sredinu, po fazama životnog ciklusa. U istraživanju se koristi metodologija analiza životnog 
ciklusa (LCA). Istraživanje je pokazalo da se u fazi projektovanja može.napraviti procena uticaja na životnu 
sredinu i odabir fasadne obloge sa manjim uticajem na životnu sredinu. Istraživanje je posebno bitno za 

odabrana fasadna obloga ima na životnu sredinu. Istraživanje ukazuje na potrebu za formiranjem 
Nacionalni 

iteta 
životne sredine u Republici Srbiji.

fasadne obloge, analiza životnog ciklusa, ekološki uticaji. 

Abstract: The conducted research analyzes the possibility of applying the ecosystem approach in the phase 
of making architectural projects by applying the methodology of environmental impact assessment that 
individual facade cladding has on the environment, by phases of the life cycle. The research uses the Life 
Cycle Analysis (LCA) methodology. The research has shown that in the design phase it is possible to make 
an assessment of the impact on the environment and the selection of the facade cladding with less impact on 
the environment. The research is especially important for the development of energy rehabilitation projects 
of the already existing construction fund and their energy rehabilitation, but not only from the aspect of 
rational energy consumption for heating the building, but also evaluating the impact that the selected facade 
cladding has on the environment. The research indicates the need for the formation of a national database of 
construction materials and the formation of software for the calculation of environmental impacts. National 
software would assist in efforts to improve construction, design and environmental quality in the Republic of 
Serbia.

Keywords: facade cladding, life cycle analysis, environmental impacts.

1. UVOD
je, u . Na globalnom nivou 

se sprovode mere za smanje uticaja iz European Construction 
Tehnology Platform, MATERIALS, 2005), i donose strategije za trensformaciju industrije u pravcu 
smanjenja uticaja (European Commission, Analysis associated with the Roadmap to a Resource-Efficient 
Europe
regulativa o energetskoj efikasnosti zgrada (Pravilnik o energetskoj efikasnosti zgrada,2011, Pravilnik o 

rtifikata o energetskim svojstvima zgrada, 2012), kojom se propisuje 
energetsko rangiranje,  na osnovu potrošnje . Pri tome, uticaji koje 

meri dostupni, niti ulazi u 
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predlaže kao

nu sredinu koje nastaje od energetske sanacije 

ciklusa.
Autori kao što je Beak et all. (2013) tiska u fazi izrade projekta,

i
Abd Rashid, A.F. Idris, J. S. Yusoff, S., 2017), pokazuju da je upotreba 

cementa odgovorna za 8,6% emisije CO2 u svetu (Klein, R., 2012). Autori Gerbens-Leenes et al. (2018) 

sredinu od proizv .
U Srbiji je potrošnja energije u e 41% (Energy balance of 

the Republic of Serbia, 2014). Više od 50% ekološkog otiska Sr Global 
Footprint Network today at an event at Oxford University), što je mera uticaja svih gasova sa efektom 
staklene bašte, kroz potencijal za globalno zagrevanje. 

Da bi se ublažile klimatske promene, zgrade treba da budu projektovane i konstruisane sa minimalnim 
uticajem na životnu sredinu (Ibn-Mohammed, T., Greenough, R., Taylor, S., Ozawa-Meida, L. & A. 
Acquaye, A., 2013).

autori. U svojim radov i Jova , navode da je za dalju 
uštedu energije potrebno istražiti utrošenu energiju u materijalima tokom njihovog životnog ciklusa. 

naliza uticaja koji ima odabrana fasadna obloga na 

rošnje 
vode.

2. CILJ I ORGANIZACIJA ISTRAŽIVANJA
Cilj istraživanja je procena uticaja koje fasadne obloge mogu imati na životnu sredinu, i njihovo vrednovanje 
sa ekološkog aspekta. Obzirom da je u Srbili od 2012. godine uvedeno energetsko rangiranje objekata, sve je 

energetski sanirati. Energetska sanacija nužno podrazumeva 
ut a
zagrevanje gubi. Dodavanje slojeva termo izolacije na fasadnim zidovima, uz zamenu dotrajale fasadne 

je obim radova koji se planiraju kada se predlažu mere energetske sanacije zgrade. Ove
radove neminovno prati i završna obrada fasade koja može imati uticaja na životnu sredinu. U cilju 
vrednovanja fasadnih obloga i njihovog uticaja na životnu sredinu sprovodi se ovo istraživanje. Analiziraju 
se uticaji osam ih fasadnih obloga koje se u Srbiji koriste za obradu fasada individualnih stambenih 
zgrada. Namera je da se kroz istraživanje ukaže na poboljšanja metodologije izrade
arhitektonskih projekata, primenom softvera kojima se ti uticaji mogu u fazi projektovanja i na
osnovu toga doneti preporuka za primenu materijala sa manjim uticajem na životnu sredinu i zdravlje ljudi.

se softverskih paketa BEES (https://www.nist.gov/services-resources/softvare/bees), Nacionalnog instituta
za standardizaciju SAD (NIST). U softverskom paketu BESS, ima materijala koji su fasadnim
oblogama koje se koriste u Srbiji za završnu oblogu fasada individualnih stambenih zgrada. Vrste fasadnih 
obloga koje su analizirane u istraživanju su prikazane u Tabeli 1, kao i oznaka modela. U tabeli su dati 
proizvodni nazivi fasadnih obloga, koji postoje u bazi softvera BESS.

Tabela 1: Vrste fasadnih obloga koje su analizirane u istraživanju
Fasadna obloga Jedinica mere Oznaka modela

Generic Brick & Mortar (1ft2) = (0,093m2) F1
Anonymous Brick & Mortar Product 1 (1ft2) = (0,093m2) F2
Anonymous Brick & Mortar Product 2 (1ft2) = (0,093m2) F3
Generic Aluminum Siding (1ft2) = (0,093m2) F4
Certain Teed Vinyl Weather Boards (1ft2) = (0,093m2) F5
Certain Teed Weather Boards (1ft2) = (0,093m2) F6
Generic Stucco Traditional (Residential) (1ft2) = (0,093m2) F7
CertainTeed Recycled Content Cedar Boards (1ft2) = (0,093m2) F8
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vrste transporta, kao i rastojanja od mesta proizvodnje do mesta 

rijante je ista, iznosi 
100km. 

3. METODOLOGIJA
Metodologija koja se koristi u istraživanju je procena uticaja životnog ciklusa (LCA). LCA je metodologiju 
za identifikovanje potencijalnih uticaja koje proizvodi ili usluge imaju tokom životnog ciklusa. Metodologija 
je propisana standardima ISO 14040: 2006 i 1044: 2006 (International Standards Organization, 2006) i od 

se primenjuje i ISO 15978: 2011(International Standards Organization, 2011), koji za osnov ima LCA 
metodologiju

 (Karimpour, M., Belusko, M., Xing, K. & Bruno, F., 
2014). 

Ekološki uticaji koji se vrednuju u ovom istraživanju su prikazani u Tabeli 2. 

Tabela 2: Vrednovani ekološki uticaji
Environmental uticaji Jedinica mere

LCA Potencijal globalnog zagrevanja kg CO2 eq
LCA Potencijal eutrofikacije kg SO2 eq
LCA Potencijal acidifikacije kg N eq
LCA Potrošnja vode litara
LCA Degradacija zemljišta m2

CTU e
LCA Trošenje neobnovljive energije MJ
LCA Trošenje obnovljive energije MJ

Vrednovani su ekološki uticaji osam vrsta fasadnih obloga. Za potrebe istraživanja koristi se programski 
paket BEES (https://www.nist.gov/services-resources/softvare/bees ) i
tehnologiju.

se odnos obnovljive i neobnovljive energije koja se koristi u pojedinim proizvodnim procesima od jedne do 
druge industrije razlikuju. Softver, koji se koristi za istraživanje ima bazu podataka o materijalima 
proizvedenim od prirodnih sirovina (primarnih materijala) ali i od recikliranih materijala, što je jedan od 
razloga za njegovu upotrebu u istraživanju. Tako se može porediti i primena recikliranih i proizvoda od 
primarnih materijala. u fazi projektovanja, proceniti nivo uticaja na 
životnu sredinu koji proizilazi iz odabira fasadne obloge. Rezultati procene ekoloških uticaja bi mogli biti 
pokazatelj koja od analiziranih fasadnih obloga predstavlja bolji izbor sa aspekta uticaja na životnu sredinu i 
zdravlje biljnog i životinjskog sveta.

4. REZULTATI ISTRAŽIVANJA I DISKUSIJA

Rezultati istraživanja primenom softverskog paketa BESS, za procenu ekoloških uticaja tokom životnog 
ciklusa osam analiziranih fasadnih obloga analizom LCA, su detaljni i sa velikim brojem informacija. Za 
svaku od analiziranih ekoloških parametara 
vrednosti uticaja za svaku od faza životnog ciklusa. Osim tabelarnog prikaza rezultati se mogu dobiti i u 
formi dijagrama, iz kojih se jasno prezentutju sve uticaji po fazama životnog ciklusa. Sažeti zbirni rezultati 
svih analiziranih ekoloških uticaja prikazani su u Tabeli 3. Rezultati za svaki od analiziranih ekoloških 

Potencijal globalnog zagrevanja je posledica emisija u vazduh grupe gasova sa efektom staklene bašte, pa 

potencijala globalnog zagrevanja ima model F1, zatim F2, nešto manje vrednosti ima model F3. Niže 
vrednosti imaju model F6 i F7, a zn
F4, zatim F5 i najniže vrednosti ima model F8. Model F8 (CertainTeed Recycled Content Cedar Boards) fasada 
od recikliranog drveta, ima devet puta manje vrednosti potencijala globalnog zagrevanja u odnosu na model 
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sa najvišim vrednostima a to je model F3 (Anonymous Brick & Mortar Product 2) obloga od opeke nepoznatog 

Vrednosti potencijala globalnog zagrevanja po fazama životnog ciklusa prikazane su na Slici 1. Najv
deo uticaja potencijala za globalno zagrevanje, kod najlošije rangiranih modela: F3, F2 i F1, su iz faze 
proizvodnje, transporta i eksploatacije sirovina. Sve tri vrste fasadne obloge od opeke zidane sa malterom 

potencijala globalnog zagrevanja u odnosu na najbolje rangiranu 
(CertainTeed Recycled Content Cedar Boards) obloga od recikliranog 

drveta.

Tabela 3: Ekološki parametri analiziranih fasadnih obloga
LCA 
Environmental 
parametri

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8

Potencijal globalnog 
zagrevanja 3,36e 3,47e 3,61e 0,561e 0,529e 2,36e 1,74e 0,424e

Potencijal 
eutrofikacije 0,00074e 0,00078e 0,00079e 0,0021e 0,00018e 0,0016e 0,0026e 0,000168e

Potencijal 
acidifikacije 0,0232e 0,0256e 0,0262e 0,0042e 0,00427e 0,0128e 0,0098e 0,0034e

Potrošnja vode 947e 241e 234e 89,9e 91,9e 1160e 1130e 161e
4,38e 5,02e 5,01e 6,19e 0,79e 3,42e 11,5e 0,73e

Degradacija 
zemljišta 0,0147e 0,112e 0,104e 0,01e 0,0069e 0,0146e 0,0106e 0,007e

Trošenje 
neobnovljive 
energije

49,9e 52,9e 53,3e 8,87e 13,0e 30,0e 26,7e 9,57e

Trošenje obnovljive 
energije 0,256e 1,64e 1,53e 1,33e 0,121e 0,481e 0,507e 0,145e

Slika 1: Potencijal globalnog zagrevanja po fazama životnog ciklusa LCA

direktno povezan sa opstankom biljnog i životinjskog sveta.

model F8 (CertainTeed Recycled Content Cedar Boards) fasada od recikliranog drveta, deset puta manje 
vrednosti od modela F7 (Generic Stucco Traditional-Residential) što je završna obrada tipa Štuko fasada. 

(CertainTeed Recycled 
Content Cedar Boards) fasada od recikliranog drveta, koji ima vrednosti potencijala acidifikacije sedam ipo 
puta manje od modela F3 (Anonymous Brick & Mortar Product 2) opeka nepoznatog porekla zidana 
malterom2.
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nost u smislu 
potrošnje vode ima model  F4 (Generic Aluminum Siding) aluminijumska fasadna obloga, skoro trinaest 
puta manje vrednosti od modela F6 (CertainTeed Weather Boards) vodootporna fasada na bazi drveta. 

(Generic Stucco Traditional-Residential) Štuko fasada, a 
najmanja za model F8 (CertainTeed Recycled Content Cedar Boards) recklirana drvena obloga, skoro 
šesnaest puta manje vrednosti u odnosu na F7 (Generic Stucco Traditional - Residential) Štuko fasada, koja u 

(Certain Teed Vinyl Weather Boards) ima šesnaest puta 
manji uticaj od modela F2 (Anonymous Brick & Mortar Product 1) fasada zidana opekom nepoznatog 

Sa aspekta potrošnje neobnovljivih energija najviše vrednosti ima model F3, pa F2 i F1, a najmanje 
vrednosti model F4 (Generic Aluminum Siding
model F8 (CertainTeed Recycled Content Cedar Boards) fasadna obloga od recikliranog drveta.

energije ima model F2, pa F3 i F4. Najmanje vrednosti ima 
model F5 (Certain Teed Vinyl Weather Boards
vrednosti ima model F8 (Certain Teed Recycled Content Cedar Boards), fasada od recikliranog drveta i F1
(Generic Brick & Mortar) zidana fasada od fasadne opeke i maltera. Struktura neobnovljive i obnovljive 

Rezultati istraživanja pokazuju da je fasadna obloga sa najmanjim uticajima na zdravlje ljudi i životnu 
(CertainTeed Recycled Content Cedar Boards), obloga 

(Generic Aluminum Siding) od aluminijuma i F5 (Certain Teed Vinyl Weather Boards) fasadna obloga od 

(Anonymous Brick & Mortar Product 2) opeka nepoznatog p  (Anonymous 
Brick & Mortar Product 1
(Generic Brick & Mortar) imaju nešto manje uticaje u pojedinim ekološkim aspektima. U Srbiji je oblaganje 
fasade

5
Iz sprovedenog istraživanja, u fazi izrade projekta se upotrebom softvera može napraviti procena koliki su 

objekata treba energetski sanirati, radi smanjenja potrebne energije za zagrevanje zgrada. Uticaji iz faze 
proizvodnje transporta i ugradnje elemenata koji se predlažu za utopljavanje zgrada se mogu sagledati 

analiziranih osam vrsta fasadnih obloga najmanji uticaj na životnu sredinu ima model F8 (CertainTeed 
Recycled Content Cedar Boards), fasadna obloga od recikliranog drveta, zatim F5 (Certain Teed Vinyl 
Weather Boards Generic Aluminum Siding), 

el F7 (Generic Stucco Traditional-Residential), Štuko 
fasada, pa F6 (Certain Teed  Weather Boards), vodootporna drvena fasada,  i na kraju grupa modela u kojima 
je primenjena opeka i cement, a to su modeli F1 (Generic Brick & Mortar), F2 (Anonymous Brick & Mortar 
Product 1) i F3 (Anonymous Brick & Mortar Product 2). Rezultati uticaja analiziranih osam vrsta fasadnih 
obloga su 
vrtama maltera. U fazi projektovanja aspekta uticaja na 
životnu sredinu od faze eksploatacije sirovina iz prirode do kraja životnog ciklusa.

primenj

skim proizvodima, na globalnom nivou 

može
(Energy balance of the Republic of Serbia, 2014). 
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UTICAJ TERMOIZOLACIONIH MATERIJALA NA EMISIJU GASOVA SA EFEKTOM 
STAKLENE BAŠTE 

INFLUENCE OF THERMAL INSULATION MATERIALS ON GREENHOUSE GAS 
EMISSIONS
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Rezime:
uticaja koje pojedin imaju na životnu sredinu. Ekosistemski pristup i 

avcu vrednovanja ekoloških karakteristika predloženih materijala za 

kako bi se sagledalo u kojoj fazi životnog ciklusa predloženih termoizolacionih materijala postoje žarišta i 
kvantifikuju uticaji. Istraživanje pokazuje da se u fazi izadre elaborata energetske efikasnosti za projekt 
energetske sanacije zgrada, treba sagledati i uticaj koji primenjeni materijali imaju na životnu sredinu i 
zdravlje ljudi. Osim vrednovanja smanjenja potrošnje energije za zagrevanje objekta, treba sagledati i uticaj 
od primenjenih materijala. Istraživanje ukazuje na potrebu za formiranje softvera za prora
uticaja.
projektovanja i kvaliteta životne sredine u Republici Srbiji.

 energetska efikasnost, termo izolacioni materijali, analiza životnog ciklusa, ekološki uticaji.

Abstract: The conducted research analyzes the possibility of applying the methodology for assessing the 
environmental impacts that certain thermal insulation materials have on the environment. Ecosystem 
approach and improvement of the design phase in the direction of evaluating the environmental 
characteristics of the proposed materials for thermal insulation. The research uses the methodology of Life 
Cycle Analysis (LCA) to see at what stage of the life cycle of the proposed thermal insulation material there 
are hotspots and quantify the impacts. The research shows that in the phase of preparing the energy 
efficiency study for the project of energy rehabilitation of buildings, the impact that the applied materials 
have on the living environment and human health should be considered. In addition to evaluating the 
reduction of energy consumption for heating the building, the impact of the applied materials should also be 
considered. The research indicates the need for the formation of software for the calculation of 
environmental impacts. National software would assist in efforts to improve construction, design and 
environmental quality in the Republic of Serbia.

Keywords: energy efficiency, thermal insulation materials, life cycle analysis, environmental impacts.

1. UVOD

direktive (Council directive 2002/91/EC. 2002), kojom su dotadašnji propisi o energetskoj efikasnosti zgrada 

energetskih potreba zgrade, propisuje i obaveza iskazivanja potrošnje CO2, kao mere uticaja zgrada na 
životnu sredinu. Ova direktiva se odnosi na nove
energetske sanacije. Usvajanjem nove direktiva EU iz 2010 (Council directive 2010/31/EU, 2010), o 

razred, a sve javne zgrade skoro nulte

zgrada (Pravilnik o energetskoj efikasnosti zgrada, 2011,
sertifikata o energetskim svojstvima zgrada, 2012), sa obavezom primene od 2012.god., kojom se propisuje 
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obaveza energetskog rangiranja, i minimalni energetski razred za sve nove zgrade, na osnovu potrošnje

2 površine. U skladu sa tim postoji i potreba 
2, koje na 2/m2 površine. Osim 

transport i ugradnja materijala, nisu ušli u procenu uticaja na životnu sredinu (Padilla-Rivera, A., Amor, B., 
Blanchet, P., 2018, Mengxue, Lu, Loseph H.K. Lai, 2018). 

Brojna istraživanja ukazuju potrebu da se smanje emisije GHG, iz zgrada, zbog uticaja na klimatske 
promene (De Wolf, C., Pomponi, F., Moncaster, A., 2017, Victoria, MF., Perera, S., 2018

sti smanjenja negativnih uticaja rasmatraju mnogobrojni autori (Baek, C. Park, S. Suzuki, M. Lee, 
S., 2013). Zgrade i izgradnja zajedno troše 36% finalne energije na globalnom nivou i produkuju 39% 
ugljen-dioksida (CO2 s materijala ali i proizvodnja energije (GLOBAL 
STATUS REPORT 2017). Zbog nedovoljne aktivnosti na smanjnju emisija CO2

GLOBAL STATUS REPORT 2017). Da bi se 
ispunile globalne 
kvadratnom metaru (m2) zgrada
(GLOBAL STATUS REPORT 2017). Zbog toga je neophodno 
donošenja propisa o energetskoj efikasnosti zgrada, treba energetski sanirati. Zbog 
toga je veoma bitno i o
sagledati i sa aspekta uticaja koje materijali imaju na životnu sredinu.
sektora, koriste se vrednosti emisije (GHG) što se kvantifikuje kroz emisije CO2 (Pomponi, F., De Wolf, C., 
Moncaster, A., Embodied Carbon in Buildings, 2018, Akbarnezhad, A., Xiao, J., 2017).

Autori kao što je Beak et all.(2013), otiska u fazi izrade projekta,
bitna U istaživanju Ibn-Mohammed et al. (2013),

zgrade treba da budu projektovane i konstruisane sa minimalnim uticajem na životnu sredinu,
kao bi se ublažili efekti koji dovode do klimatskih promena.

ike Srbije 2011. godine je 41% (Energy balance of the 
Republic of Serbia, 2014). Više od 50% ekološkog otiska 2e (Global Footprint 
Network), što je mera uticaja svih gasova sa efektom staklene bašte (GHG), kroz potencijal za globalno 
zagrevanje.

(2014) i Jova et al. (2009), zapažaju da je za dalju uštedu 
energije potrebno istražiti utrošenu energiju u materijalima tokom njihovog životnog ciklusa.

U cilju smanjenje uticaja iz kom 

2. CILJ I ORGANIZACIJA ISTRAŽIVANJA
Cilj istraživanja je procena uticaja koje termoizolacioni materijali imaju na životnu sredinu, i njihovo 
vrednovanje sa ekološkog aspekta. Dodavanje slojeva termo izolacije na fasadnim zidovima, uz zamenu 

sanacije zgrade. Namera je da se kroz istraživanje ukaže na poboljšanja metodologije izrade
arhitektonskih projekata, primenom softvera kojima se ti uticaji mogu u fazi projektovanja i na
osnovu toga doneti preporuka za primenu materijala sa manjim uticajem na životnu sredinu. Zbog nedostatka 
nacionalnog 
koristi se programski paket BEES (https://www.nist.gov/services-resources/softvare/bees), og 
instituta za standardizaciju i tehnologiju NIST.
koji se koriste u zemljama SAD. U softverskom paketu BESS, ima materijala koji su termo
izolacionim materijalima koje se koriste u Srbiji, ali ima i onih koji nisu zastupljeni. U programu ima 
materijala koji su proizvedeni od primarnih sirovina, ali i od recikliranih, pa je kroz istraživanje i taj aspekt 

obnovljive i 
neobnovljive energije koja se koristi u pojedinim proizvodnim procesima od jedne do druge industrije 
razlikuju.

podešavanja vrste transporta, kao i rastojanja od mesta proizvodnje do mesta ugradnje, i u ovom istraživanju 
za sve je uzeto isto rastojanje 100km.
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Vrste termoizolacionih materijala, koji su analizirani u istraživanju, njihovi proizvodni nazivi, su 
prikazani  u Tabeli 1, kao i oznaka modela.

Tabela 1: Termoizolacioni materijali koje su analizirane u istraživanju
Fasadna obloga Jedinica mere Oznaka modela

Generic Blown Cellulose R-13 (1ft2) = (0,093m2) IZ1
Generic Blown Cellulose R-19 (1ft2) = (0,093m2) IZ2
Generic Fiberglass Batt R-13 (1ft2) = (0,093m2) IZ3
Generic Fiberglass Batt R-19 (1ft2) = (0,093m2) IZ4
Average Mineral Wool Board R-13 (1ft2) = (0,093m2) IZ5 
Average Mineral Wool Board R-19 (1ft2) = (0,093m2) IZ6
Average Blown Mineral Wool R-13 (1ft2) = (0,093m2) IZ7
Average Blown Mineral Wool R-19 (1ft2) = (0,093m2) IZ8

3. METODOLOGIJA
Metodologija koja se koristi u istraživanju je procena uticaja životnog ciklusa (LCA), je metodologija za 
identifikovanje potencijalnih uticaja koje proizvodi ili usluge imaju tokom životnog ciklusa. O prednostima 

radovima (Baek, C. Park, S. Suzuki, M. Lee, S., 2013, Abd Rashid, A.F. Idris, J. S. 
Yusoff, S., 2017, Karimpour, M., Belusko, M., Xing, K. & Bruno, F., 2014). Metodologija je propisana 
standardom ISO 14040: 2006 (International Standards Organization, 2006) i od strane Evropske komisije je 

cenu uticaja na životnu sredinu. U istraživanju se vrednuju emisije GHG, tokom 
životnog ciklusa osam vrsta termo izolacionih materijala. Emisije  GHG su potencijal globalnog zagrevanja 
koji se meri kr
ekvivalenta (kgCO2eq) (https://www.nist.gov/services-resources/softvare/bees).  

4. REZULTATI ISTRAŽIVANJA I DISKUSIJA

Potencijal globalnog zagrevanja je posledica emisija u vazduh grupe gasova sa efektom staklene bašte
(GHG), pa je veoma bitno, zbog uticaja na klimatske promene, da te vrednosti budu što manje. Rezultati 
istraživanja primenom softverskog paketa BESS, za procenu ekoloških uticaja tokom životnog ciklusa osam
analiziranih termoizolacionih materijala analizom LCA, su  prikazani su u Tabeli 2. 

Tabela 2: Rezultatai LCA analize po fazama životnog ciklusa

Faza životnog 
ciklusa

Potencijal globalnog zagrevanja po fazama životnog ciklusa LCA
IZ1 IZ2 IZ3 IZ4 IZ5 IZ6 IZ7 IZ8

Sirovine 6,20e-2 9,06e-2 5,42e-2 6,00e-2 8,89e-2 9,53e-2 9,06e-3 1,21e-2
Proizvodnja 1,37e-1 2,00e-1 1,08e-1 1,20e-1 4,27e-1 4,58e-1 1,77e-1 2,36e-1
Transport do 
gradilišta-kamion 1,05e-1 1,53e-1 9,23e-3 1.03e-2 3,47e-2 3,72e-2 2,02e-2 2,70e-2

Ostali transport 1,00e-14 1,00e-14 1,00e-14 1,00e-14 1,00e-14 1,00e-14 1,00e-14 1,00e-14
Montaža 1,74e-3 2,54f-3 0,00e+0 0,00e+0 5,34e-3 5,34e-3 1,53e-3 2,04e-3
EOL 1,62e-2 2,37e-2 8,70e-4 9,71e-4 3,13e-3 3,35e-3 1,88e-3 2,51e-3
Ukupno 3,21e-1 4,70e-1 1,72e-1 1,92e-1 5,59e-1 5,99e-1 2,10e-1 2,80e-1

(Average Mineral Wool Board R-19), 
zatim IZ5(Average Mineral Wool Board R-13), oba modela su termo izolacija od mineralne vune 
proizvedene od primarnih sirovina. Nešto manje vrednosti ima model IZ2(Generic Blown Cellulose R-19), i 
IZ1(Generic Blown Cellulose R-13), oba modela su termoizolacije od celuloze. Niže vrednosti imaju model 
IZ8(Average Blown Mineral Wool R-19) i IZ7(Average Blown Mineral Wool R-13), oba modela su 
termoizolacije od reciklirane mineralne vune. Manje vrednosti potencijala globalnog zagrevanja imaju model 
IZ4(Generic Fiberglass Batt R-19), i najniže vrednosti ima model IZ3(Generic Fiberglass Batt R-13)
termoizolacija od fiberglasa. Model IZ6 (Average Mineral Wool Board R-19) termoizolacija od mineralne 
vune R- model sa najnižim 
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vrednostima a to je model IZ3 (Generic Fiberglass Batt R-13
izolacija

Vrednosti potencijala globalnog zagrevanja po fazama životnog ciklusa prikazane su na Slici 1.
(Average 

Mineral Wool Board R-19), i IZ5(Average Mineral Wool Board R-13), su iz faze proizvodnje, sirovina i

IZ8(Average Blown Mineral Wool R-19) i IZ7(Average Blown Mineral Wool R-13), kojima su predstavljeni 
termoizolacioni materijali proizvedeni iz recikliranih sirovima imaju najmanje vrednosti emisija iz faze 

imaju. Modeli IZ3(Generic Fiberglass Batt R-13) i IZ4(Generic Fiberglass Batt R-19), imaju iz faze sirovina 
Average Blown Mineral Wool R-19) i 

IZ7(Average Blown Mineral Wool R-13). Faza proizvodnje za modele IZ8(Average Blown Mineral Wool R-
19) i IZ7(Average Blown Mineral Wool R-13) ima (Generic 
Fiberglass Batt R-13) i IZ4(Generic Fiberglass Batt R-19) ili je struktura proizvodnje energije za modele 
IZ3(Generic Fiberglass Batt R-13) i IZ4(Generic Fiberglass Batt R-19), oslonjena na obnovljive izvore sa 
manjim uticajem na životnu sredinu.

Slika 1: Potencijal globalnog zagrevanja po fazama životnog ciklusa LCA

o kroz rezultate 
IZ7(Average Blown Mineral Wool R-13), i IZ8(Average Blown Mineral Wool R-19) koji predstavljaju 
mineralnu vunu proizvedenu od recikliranih komponenti. Jeftine i dostupne prirodne sirovine koje postoje u 
Srbiji, nisu dovoljan stimulans za osavremenjivanje tehnologije proizvodnje mineralne vune, a sa druge 

kraju životnog ciklusa nije obaveza, pa se onda potencijalni resurs za proizvodnju deponuju umesto da se 

5
Iz sprovedenog istraživanja, u fazi izrade projekta se upotrebom softvera može napraviti procena koliki su 

karakteritika napravi 

radi smanjenja potrebne energije za zagrevanje zgrada. Uticaji iz faze proizvodnje transporta i ugradnje 
elemenata koji

ednosti potencijala globalnog zagrevanja, 
najmanju vrednost ima model IZ3 (Generic Fiberglass Batt R-13), termoizolacija od fiberglasa, IZ4 (Generic 
Fiberglass Batt R-19 Average Blown Mineral Wool R-
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13), Average Blown Mineral 
Wool R-19
približne vrednosti potencijala globalnog zagrevanja

GHG imaju modeli:  IZ1 (Generic Blown Cellulose R-13), termoizolacija od celuloze,  i model  IZ2 (Generic 
Blown Cellulose R-19
zagrevanja, su modeli IZ5 (Average Mineral Wool Board R-13), IZ6 (Average Mineral Wool Board R-19), 
termoizolacije od mineralne vune proizvedene od primarnih sirovina. Termoizolacije od mineralne vune 

ivotnu sredinu, 
.  

aspekta uticaja
termo izolaciju treba primeniti. 

erijali imaju tokom životnog ciklusa na životnu sredinu
uticaja se može 
sredinu. 

Ovo istraživanje ukazuje , na globalnom 
aživanje ukazuje i na potrebu da se formiranjem 

voda pruža alat koji 
arhitekti jviši 
u regionu (Global Footprint Network today at an event at Oxford University). 
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Primene OI u odbrani 

OR Applications in Military 

Defence 





U radu je obra ena metoda Analiti kih hijerarhijskih postupaka (AHP), kao alat za vrednovanje 
kriterijuma za izbor sistema automatizacije u jedinicama vazdušnog osmatranja, javljanja i navo enja. U 
prvom poglavlju, na osnovu mišljenja eksperata, izvršen je izbor osnovnih kriterijuma za izbor sretstava i 
sistema automatizacije za prijem, obradu i prikaz situacije u vazduhu. Prora uni i evaluacija kriterijuma 
AHP metodom, izvršena je u drugom poglavlju, u kom su postavljene matrice procene. U tre em poglavlju 
odra ena je normalizacija, a u etvrtom je  izra unat indeks i stepen konzistentnosti  . Nakon svega, izvu en 
je zaklju ak u vezi rangiranja kriterijumi za izbor sistema automatizacije u VOJIN-u. Za potrebe realizacije 
istraživanja na studiji slu aja, upitnike sa lingvivsti kim varijablama, prilago ene primeni AHP metode 
popunilo je dvadeset eksperata. 

Klju ne re i: Sistem automatizacije,VOJIN, AHP, višekriterijumsko odlu ivanje. 
Abstract: The paper deals with the method of Analytical Hierarchical Procedures (AHP), as a tool for 
evaluating the criteria for the selection of automation systems in air surveillance, reporting and guidance 
units. In the first chapter, based on the opinion of experts, the selection of basic criteria for the selection of 
equipment and automation systems for the reception, processing and display of the situation in the air. 
Calculations and evaluation of criteria by the AHP method were performed in the second chapter, in which 
the evaluation matrices were set. In the third chapter, normalization was done, and in the fourth, the index 
and the degree of consistency were calculated. After all, a conclusion was drawn regarding the ranking 
criteria for the selection of automation systems in VOJIN. For the needs of the research in the case study, 
questionnaires with linguistic variables, adapted to the application of the AHP method, were filled in by 
twenten experts. 

Keywords: Automation systems,ASIAS AHP, Multi-Criteria Decision Making. 





K1 K2 K3 K4 K5
K1 1.000 2.000 1.000 1.000 2.000
K2 0.500 1.000 0.500 0.500 1.000
K3 1.000 2.000 1.000 2.000 3.000
K4 1.000 2.000 0.500 1.000 0.333
K5 0.500 1.000 0.333 3.000 1.000

SUMA 4.000 8.000 3.333 7.500 7.333



K1 K2 K3 K4 K5 Wi Rang
K1 0.250 0.250 0.300 0.133 0.273 0.241 2
K2 0.125 0.125 0.150 0.067 0.136 0.121 5
K3 0.250 0.250 0.300 0.267 0.409 0.295 1
K4 0.250 0.250 0.150 0.133 0.045 0.166 4
K5 0.125 0.125 0.100 0.400 0.136 0.177 3





Expert systems with applications 36

Expert systems with 
applications 91

Višekriterijumska optimizacija Metoda Analiti kih 
Hijerarhijskih Procesa – AHP metoda

Decision 
Making: Applications in Management and Engineering 1

Vojno delo 70

Decision Making: Applications in Management and Engineering
3



Abstract: The purpose of the paper is to consider directions of preventive improvement of military 
warehouse safety by use of experience from the past accidents, that is, by identifying main causes of 
accidents and their relative representation. Content analysis of credible information sources resulted in 
identifying the Small Arms Survey as appropriate source of data. Basic statistical analysis of unplanned 
explosions at ammunition sites offers relative relations of main causes for recorded accidents. Comparative 
analysis of general findings and a particular case study was conducted. Results may encourage managerial 
establishment of the system of military warehouses to reengineer safety measures across identified three 
general directions in warehouse management: handling procedures, storage infrastructure and safety 
guarding improvement. 

Keywords: Warehouse, Safety, Accident, Probability, Military, Logistics. 
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Rezime: U vojnom kontekstu, prikupljanje, analiza i upotreba geografskih podataka može pružiti 
komandantima pravovremene i ta ne informacije na kojima zasnivaju svoje odluke. Istraživanje je 
sprovedeno u cilju iznalaženja koncepta koji podržava process operativnog planiranja a istovremeno 
smanjuje nesigurnost u donošenju odluka o lokacijama razmeštaja komandnih mesta u vojnim operacijama. 
U radu je dat prikaz mogu nosti primene GIS-a (Geografskog informasinog sistrema) i AHP (Analytic 
Hierarchy Process) metode u izboru lokacija komandnog mesta. Koriš enjem navedenog informacionog 
sistema i AHP metode prostor koji se razmatra za izbor potencijalne lokacije razmeštaja komandnog mesta 
se umanjuje na  manje od 15% teritorije. 

Klju ne re i: Geografski informacioni sistem (GIS), Analiti ki hijerarhijski proces (AHP), Analiza lokacije, 
Lokacija komandnog mesta.  

Abstract: In a military context, collecting, analyzing and using geographic information can provide 
commanders with timely and accurate information on which to base their decisions. The research was 
conducted in order to find a concept that supports the operational planning process and at the same time 
reduces uncertainty in making decisions about the location of command posts in military operations. The 
paper presents the possibility of applying GIS (Geographic Information System) and AHP (Analytic 
Hierarchy Process) methods in the selection of command site locations. By using the mentioned information 
system and AHP method, the space considered for the selection of the potential location of the command post 
location is reduced to less than 15% of the territory. 

Keywords: Geographic Information System (GIS), Analytical Hierarchical Process (AHP), Location 
Analysis, Location of the Command Point. 













Rezime: Ministarstvo odbrane i Vojska Srbije u cilju promovisanja nau noistraživa ke delatnosti i 
podsticanja nau noistraživa kog rada, svake godine, vrše izbor najboljih nau noistraživa kih radova koji 
bivaju nagra eni povodom Dana Vojske Srbije. Tom prilikom biraju se najbolji nau noistraživa ki projekat i 
najbolja doktorska disertacija u Ministarstvu odbrane i Vojsci Srbije. U radu je prikazan modifikovani 
model izbora najboljeg nau noistraživa kog projekta u Ministarstvu odbrane i Vojsci Srbije, koji je 
primenjiv i na izbor najbolje doktorske disertacije. 

Klju ne re i: Model, izbor, nau noistraživa ki projekat. 

Abstract: In order to promote scientific research activities and encourage scientific research, the Ministry of 
Defense and the Serbian Army Forces awards the best scientific research papers annually. That is organised 
on the Day of the Serbian Army Forces. On that occasion, the best scientific research project and the best 
doctoral dissertation in the Ministry of Defense and the Serbian Army Forces are selected. This paper 
presents a modified model for the selection of the best scientific research project in the Ministry of Defense 
and the Serbian Army Forces. The model is applicable to the selection of the best doctoral dissertation. 

Keywords: Model, Selection, Scientific Project.
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UČINAK ŽELEZNIČKOG SISTEMA I NJEGOVE DETERMINANTE: ANALIZA GLAVNIH 
KOMPONENTI

PERFORMANCE OF RAILWAY SYSTEM AND ITS DETERMINANTS: A PRINCIPAL 
COMPONENT ANALYSIS APPROACH 

MIROSLAV PROKIĆ1, KATARINA HALAJ2, MIRA PASKOTA3

1 Univerzitet u Beogradu – Saobraćajni fakultet, Beograd, miroslav.prokic@yahoo.com
2 Univerzitet u Beogradu – Saobraćajni fakultet, Beograd, k.halaj@sf.bg.ac.rs
3 Univerzitet u Beogradu – Saobraćajni fakultet, Beograd, m.paskota@sf.bg.ac.rs

Rezime: Učinak železničkog sistema razlikuje se od države do države i zavisi od različitih faktora. Sa ciljem 
ispitivanja učinka železničkog sistema, u radu je predstavljen novoformirani skup podataka koji uključuje 
njegove pokazatelje, zatim pokazatelje koje se odnose na razvoj država (egzogeni), ali i ostale pokazatelje
železničkog sistema (endogeni) pokazatelji. Ideja rada je ispitivanje povezanosti između definisanih 
pokazatelja i dalje sumiranje njihove međusobne povezanosti. Za tu svrhu je primenjena statistička metoda 
analiza glavnih komponenti. Ovaj pristup je omogućio identifikaciju pokazatelja koji su povezani sa učinkom 
železničkog sistema i njihovu dalju kategorizaciju. Analiza je izvršena na nivou sto država na osnovu trinaest
pokazatelja prikupljenih istraživanjem putem interneta.

Ključne reči: analiza glavnih komponenti, železnički sistem, pokazatelji razvoja, pokazatelji učinka

Abstract: Performance of railway system vary from country to country and depends on various factors. In 
order to examine the performance of the railway system, in this paper is presented a newly created dataset 
that includes its indicators, then indicators related to the development of countries (exogenous), but also 
other indicators of the railway system (endogenous indicators). The idea was to examine the correlation 
between defined indicators and further summarize patterns of correlations among them. For this purpose,
Principal Component Analysis – PCA was used. This approach enabled identification of indicators with 
impact on railway performance indicators and their further categorization. Analysis was conducted on the 
level of 100 countries using 13 indicators collected by online desk research.

Keywords: principal component analysis, railway system, development indicators, performance indicators

1. UVOD
Transport ima važnu ulogu u savremenom društvu. Današnja količina robe i usluga i povećana mobilnost

ljudi ne bi se mogla ostvariti bez transporta koji je vremenom postao efikasniji i pouzdaniji. Ovaj odnos je
stvorio vezu između transporta sa jedne strane i podsticanja ekonomskog rasta sa druge.

U ovom radu istraživane su veze između globalnih pokazatelja razvoja i železničkih pokazatelja kako bi 
se pronašli pokretači železničke efikasnosti.

Za potrebe ovog rada, pokazatelji razvoja su imenovani kao egzogeni pokazatelji i uključuju sedam 
pokazatelja iz različitih oblasti. Železnički pokazatelji su podeljeni na pokazatelje učinka železničkog 
sistema i endogene pokazatelje koju se generišu u železničkom sektoru. Železnički pokazatelji uključuju pet 
pokazatelja koji mere različite aspekte železničkog sistema.

Kao metodologija, u ovom radu je korišćena metoda multivarijacione statistike poznata pod imenom 
Analiza glavnih komponenti ili skraćeno PCA od engleskog naziva Principal Component Analysis. PCA je 
izabrana zbog svoje prednosti koja se ogleda u grupisanju skupa medjusobno zavisnih slučajnih promenljivih
koje su u isto vreme nezavisne sa drugim grupama promenljivih svrstanih zajedno. Kao rezultalt PCA
dobijaju se novoformirane komponente koji predstavljaju gore navedene nekorelisane grupe promenljivih. 
To olakšava analizu podataka imajući u vidu da se velika grupa promenljivih može predstaviti manjim 
brojem komponenti. Da bi se dobili pouzdani i održivi rezultati PCA, definisana je baza podataka sa 
relevatnim pokazateljima za sto država.
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Ostatak rada je struktuiran tako da pored uvoda i zaključka sadrži još sledeće četiri celine: definisanje i 
opis problema, postupak prikupljanja podataka i odabir pokazatelja, prikaz metodologije istraživanja, 
postupak prikupljanja podataka i odabir pokazatelja i rezultate istraživanja.

2. OPIS PROBLEMA
Železnica predstavlja vitalni deo celokupnog transportnog sistema. Nekoliko autora je proučavalo odnos

između železničkog transporta i ekonomskih i drugih spoljnih faktora. (Pavlyuk, 2008) je u svom radu 
sproveo anаlizu stоhаstičkih grаnicа za procenu efikasnosti železničkih sistema u dvadeset i dve evropske 
zemlje. Rezultati analize su pokazali da postoji pozitivan uticaj BDP-a po glavi stanovnika na ukupnu 
efikasnost železničkog sistema. Takođe, države sa većom gustinom stanovnika i turista imaju povećanu
efikasnost putničkog saobraćaja. (Pradhab & Bagchi, 2012) primenili su test Grendžerove uzročnosti i
pokazali da železnička infrastruktura Indije određuje ekonomski rast i formiranje kapitala samo na 
jednosmernom nivou. Rezultati ovog rada pokazuju da bi smanjenje ulaganja u železničku infrastrukturu
dovelo do pada ekonomskog rasta i bruto domaćeg proizvoda Indije. (Badalyan, Herzfeld, & Rajcaniova, 
2014)  koristili su panel kointegracije i panel uzročnosti za tri zemlje, Jermeniju, Tursku i Gruziju, a 
rezultati su pokazali da bruto investicije u osnovna sredstva i prevoz robe drumskim i železničkim 
saobraćajem imaju pozitivan i statistički značajan uticaj na ekonomski rast u kratkom roku i pokazuju 
postojanje dvosmerne uzročne povezanosti između ekonomskog rasta i ulaganja u infrastrukturu. (Sun, Li, 
Lei, Teng, & Le, 2018) su primenili model konkurencije radi određivanja interakcije između BDP-a i 
kopnenog transporta za kinesku četvrt Ksinjang. Pored toga, autori su predmetni model  primenili i radi
ispitivanja interakcije između dve vrste kopnenog saobraćaja, drumskog saobraćaja koji se odvija po 
autoputu i železničkog saobraćaja. Analiza je pokazala da drumski saobraćaj koji se odvija po autoputu i
železnički teretni saobraćaj imaju pozitivan uticaj na stimulaciju rasta privrede ovog okruga. (Tong & Yu, 
2018) analizirali su integraciju i uzročno-posledičnu vezu između transporta i ekonomskog rasta u tri 
regiona: u istočnom, centralnom i zapadnom delu Kine. Autori su utvrdili da železnički teretni saobraćaj ne 
uzrokuje ekonomski rast ni u jednoj od tri regije.

Cilj ovog rada je nalaženje relativnih determinanti i razumevanje učinka železničkog sistema širom sveta 
uz ispitivanje prirode odnosa železničkog sistema sa spoljnim faktorima. Zašto relativnih determinanti? Zato 
što će se analiza vršiti u okviru određenog skupa podataka koji će biti definisani u radu.

3. METODOLOGIJA ISTRAŽIVANJA
Analiza glavnih komponenti predstavlja veoma popularnu statističku metodu koja se koristi za izdvajanje 
bitnih informacija iz podataka i njihovo prikazivanje kroz skup novih nekorelisanih slučajnih promenljvih, 
koje nazivamo glavnim komponentama (Jolliffe, 1986). Glavne komponente predstavljaju linearne 
kombinacije originalih promenljivih, koje se konstruišu tako da prva glavna komponenta obuhvati najveći 
procenat varijabiliteta iz podataka, a svaka naredna najveći procenat varijabiliteta koji nije obuhvaćen 
prethodno dobijenim komponentama. Na taj način, uz redukciju dimenzije skupa podataka dobijaju se nove 
promenljive koje dobro predstavljaju korelacionu strukturu originalnih podataka (Kovačić, 1998) (Abdi &
Wiliams, 2010).

Neka vektor ) predstavlja originalnih korelisanih slučajnih promenljivih. Linearna 
kombinacija elemenata vektora 

(1)

koja ima najveću varijansu predstavlja prvu glavnu komponentu. Maksimizacija varijanse vektora 
postiže se optimalnim odabirom koeficijenata (Bro & Smilde, 2014).

Korišćenjem osobina varijanse, pokazuje se da važi jednakost

(2)

gde predstavlja kovarijacionu matricu slučajnog vektora . Uz organičenje da , problem 
maksimizacije varijanse poistovećujemo sa problemom maksimizacije Lagranžove funkcije

, (3)

gde predstavlja Lagranžov množilac (Jolliffe & Cadima, 2016). Diferenciranje ove funkcije po 
promenljivoj i izjednačavanje odgovarajućeg parcijalnog izvoda sa nulom, rezultira sledećim izrazom
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(4)

koji implicira da je Lagranžov množilac sopstvena vrednost kovarijansne matrice . Tražena varijansa 
postaje

(5)

pa se problem maksimizacije varijanse izjednačava sa problemom nalaženja najveće sopstvene vrednosti 
kovarijacione matrice . Vektor je sopstveni vektor koji odgovara najvećoj sopstvenoj vrednosti 

. Dakle, linearna kombinacija predstavlja prvu glavnu komponentu, čija je varijansa jednaka najvećoj 
sopstvenoj vrednosti matrice .

Prilikom konstruisanja druge glavne komponente , ponavljamo analognu proceduru, uz dodatan uslov 
da kovarijansa između dobijenih glavnih komponenti bude jednaka nuli. Izjednačavanjem  prvog izvoda 
Lagranžove funkcije 

(6)

u odnosu na promenljivu sa nulom, dobija se sledeća jednakost

. (7)

Množenjem ove jednakosti sa leve strane sa i korišćenjem uslova nekorelisanosti prve dve glavne 
komponente zaključujemo da je Sada izraz (7) postaje

(8)

što implicira da i u ovom slučaju Lagranžov množilac predstavlja sopstvenu vrednost kovarijansne 
matrice . Kovarijansna matrica ne sadrži identične sopstvene vrednosti, pa predstavlja njenu drugu 
najveću sopstvenu vrednost ( ). Ako bi postojale identične sopstvene vrednosti i sopstvena vrednost bila 
jednaka najvećoj sopstvenoj vrednosti matrice ), tada bi odgovarajući sopstveni vektori i morali 
biti jednaki, što je u kontradikciji sa pretpostavkom da su prve dve komponente nekorelisane. Druga glavna 
komponenta je , gde predstavlja sopstveni vektor kovarijansne matrice koji odgovara drugoj 
najvećoj sopstvenoj vrednosti.

Analogno dobijamo treću, četvrtu, ..., p-tu glavnu komponentu ( , , …, ). Vektor 
koeficijenata , koji odgovara i-toj glavnoj komonenti, jednak je sopstvenom vektoru kovarijansne matrice 

koezistentnom i-toj najvećoj sopstvenoj vrednosti. Varijansa i-te glavne komponente je upravo i-ta najveća 
sopstvena vrednost.

Prilikom analize glavnih komponenti, često je potrebno izdvojiti samo bitne informacije iz podataka. U 
tom slučaju, potrebno je odrediti broj glavnih komponenti koje treba uzeti u razmatranje. Jedan od 
standardnih pristupa je fiksiranje kumulativne proporcije ukupne varijanse, prilikom koje se broj razmatranih 
glavnih komponenti povećava sve dok se ne dostigne unapred zadati kriterijum (Jolliffe, 2002). Drugi pristup 
sugeriše uzimanje u obzir samo onih komponenti čija je sopstvena vrednost veća nego prosečna sopstvena 
vrednost (Jolliffe, 1986). Osim navedenih, postoje i mnogi drugi (Kaiser, 1961) (Cattell, 1966), među kojima 
je i grafički prikaz pomoću scree plota. On predstavlja sopstvene vrednosti kovarijansne matrice prema 
njihovom rednom broju. Mesto na linijskom dijagramu na kojem uočavamo naglu promenu pravca 
predstavlja prirodan odabir za broj glavnih komponenti koje treba razmatrati prilikom dalje analize (Cattell, 
1966) (Abdi and Wiliams, 2010).

4. POSTUPAK PRIKUPLJANJA PODATAKA I POKAZATELJI
Različiti pokazatelji mogu biti obuhvaćeni u kontekstu cilja ovog rada. Prvi korak u postupku prikupljanja

podataka i definisanja pokazatelja je kreiranje liste svih država u kojima je uspostavljen železnički sistem.
Izbor pokazatelja zavisio je od njihove usklađenosti sa definisanim ciljem istraživanja, ali i od raspoloživosti 
i kvaliteta istih. Nakon toga je sprovedeno istraživanje putem interneta koje je rezultiralo bazom podataka sa 
trinaest pokazatelja za sto država. Odabrani pokazatelji opisuju dve dimenije:

Nivo razvoja i učinka železničkog sektora jedne države,
Ekonomsku situaciju, efikasnost regulatornog i institucinalnog učinka jedne države i informacije o
populaciji.

Pokazatelji su svrstani u tri karakteristične kategorije (Tabela 1):
Pokazatelji učinka koji direktno mere efikasnost železničkog sektora,
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 Endogeni pokazatelji koji predstavljaju pokazatelje koji podržavaju učinak železničkog sistema i koji 
se generišu u okviru železničkog sektora, 

 Egzogeni pokazatelji koji predstavljaju sve spoljne faktore koji doprinose unapređenju na strani 
ponude ili potražnje za železničkim transportom. 

 
Tabela 1: Kategorije pokazatelja 
Kategorije 
pokazatelja Pokazatelji Mera Izvor podataka 

Pokazatelji 
učinka 

Putnički kilometri Milion putničkih kilometara Statistika Međunarodne 
železničke unije 

Tonski kilometri Milion tonskih kilometara Statistika Međunarodne 
železničke unije 

Endogeni 
pokazatelji 
 

Efikasnost usluge 
prevoza putnika 

Ocena iskazana u rasponu od 1 do 7; 
[1 = izuzetno nerazvijen - među 
najgorim u svetu; 7 = obiman i efikasan - 
među najboljima na svetu] 

Izveštaj o globalnoj 
konkuretnosti 

Kvalitet 
železničke mreže 

Ocena iskazana u rasponu od 1 do 7; 
[1 = izuzetno nerazvijen - među 
najgorim u svetu; 7 = efikasan - među 
najboljima na svetu] 

Izveštaj o globalnoj 
konkuretnosti 

Dužina 
železničkih pruga Kilometri Statistika Međunarodne 

železničke unije 

Egzogeni 
pokazatelji 

Efikasnost 
carinskih 
procedura 

Ocena iskazana u rasponu od 1 do 7; 
[1 = izuzetno nerazvijen - među 
najgorim u svetu; 7 = efikasan - među 
najboljima na svetu 

Izveštaj o globalnoj 
konkuretnosti 

BDP U milionima evra Sajt Country Economy 
Javni dug U milionima evra Sajt Country Economy 
Globalni indeks 
inovacije Kompozitni indeks Sajt Country Economy 

Indeks Doing 
Business Kompozitni indeks Sajt Doing Business 

Globalni indeks 
konkuretnosti Kompozitni indeks Izveštaj o globalnoj 

konkuretnosti 
Populacija Broj stanovnika Sajt Worldometers 

5. REZULTATI ISTRAŽIVANJA I DISKUSIJA 
Za primenu PCA na kreiranu bazi podataka korišćen je softver SPSS (Statistical Package for Social 

Science). Pre utvrđivanja komponenti je neophdono izvršiti proveru adekvatnosti podataka za primenu same 
metode.  

Provera adekvatnosti podataka izvršena je Kaiser-Meyer-Olkin (KMO) testom adekvatnosti uzorka i 
Bartletovim testom sfernosti. KMO test meri adekvatnost uzorkovanja za svaku promenljivu pojedinačno ali 
i celu bazu podataka. Vrednosti test statistike ovog testa će biti bliže nuli, ukoliko su parcijalne korelacije 
znatno veće nego suma kvadrata korelacija, te dobijeni model ne mora dobro oslikavati početne podatke. 
Preporučuju se vrednosti bliže 1, a poželjno je da budu veće od 0.5. 

Bartletov test sfernosti testira hipotezu da je korelaciona matrica jedinična  što bi ukazivalo da su 
promenljive nepovezane i stoga neprimerene za otkrivanje strukture Ukoliko je značajnost testa manja od 
0.05, nulta hipoteza se odbacuje, što indukuje da je PCA pogodna za primenu nad navedenim skupom 
podataka. Kako je vrednost KMO testa 0,76 a Bartletov test sfernosti odbacuje pomenutu hipotezu može se 
zaključiti da je primena PCA metode adekvatna za predmetnu bazu podataka.  

Primena PCA metode definisala je tri glavne komponente koje obuvataju 85,6% ukupne varijanse. Svaka 
od ovih komponenti obuhvata 48,9%, 26,2% i 10,5% ukupne varijanse respektivno. 

U tabeli 2. data je matrica u kojoj su prikazani rotirani rezultati matrice komponenata. Polja u ovoj matrici 
pokazuju korelaciju između promenljivih i određenih glavnih komponenti. Na osnovu matrice može se 
zaključiti da šest promenljivih pripada prvoj glavnoj komponenti, odnosno tih šest promenljivih su jako 
korelisane sa tom komponentom. Druga glavna komponenta sadrži četiri, a treća dve promenljive. 
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Tabela 2: Rotirana matrica sa Tabela 3: Matrica težinskih koeficijenata glavnih 
komponenti glavnim komponentama  

K
ao
osnova za tumačenje rezulatata koji su dobijeni 

primenom PCA korišćena je Matrica težinskih koeficijenta za sve tri komponente koja je predstavljena u 
Tabeli 3. Ova matrica definiše jedinstvene doprinose svake promenljive prilikom proračuna vrednosti svake 
komponente. Težinski koeficijenti definišu zavisnost između promenljive i same komponente bez obzira na 
predznak koeficijenta.

Prva komponenta sastoji se od pokazatelja: Efikasnost vozne usluge, Kvalitet železničke mreže, 
Efikasnost carinskih usluga, Indeks Doing Business, Globalni indeks konkuretnosti, Globalni indeks 
inovacija. Kako navedeni pokazatelji mere produktivnost, efikasnost i uspešnost jedne države u različitim 
aspektima, ova komponenta je nazvana „Sistemski pokazatelji efikasnosti“. 

BDP, javni dug, dužina železničkih mreća i tonski kilometri svrstani su u drugu komponenti. Na osnovu 
rezultata potvrđena je visoka korelacija između nivoa BDP-a i ostvarenih tonskih kilometara. Interesatna je 
pozitivna korelacija između javnog duga i iznosa BDP. Dužina železničkih pruga je povezana i sa 
makroekonomskim pokazateljima, imajući u vidu da svaka „bogata“ država ima veliku dužinu železničke 
mreže. Pored toga, imajući u vidu da je prevoz robe izražen u tonskim kilometrima, postoji logična 
povezanost između ova dva pokazatelja sa dužinom železničkih pruga. Druga komponenta je nazvana 
„Prevoz robe i makroekonomski pokazatelji“.

Najveća korelacija je između promenljivih koji se odnose na ukupan broj stanovnika i obim prevoza 
putnika u okviru komponente 3. Samim tim, komponentu tri možemo da koristimo kao predstavnika ove dve 
promenljive sa nazivom „Prevoz putnika“. 

Pokazatelji
Komponente

1 2 3

Tonski kilometri 0,057 0,813 0,344

Putnički kilometri 0,041 0,163 0,967

Efikasnost usluge 
prevoza putnika 0,863 0,159 0,113

Kvalitet železničke 
mreže 0,878 0,199 0,120

Dužina železničkih 
pruga 0,179 0,873 0,312

Efikasnost 
carinskih procedura 0,870 0,063 -0,011

Populacija 0,007 0,371 0,897

BDP 0,205 0,933 0,163

Javni dug 0,214 0,909 -0,018

Indeks Doing 
Business 0,857 0,077 -0,031

Globalni indeks 
konkuretnosti 0,932 0,175 -0,009

Globalni indeks 
inovacija 0,915 0,167 -0,013

Pokazatelji
Komponente

1 2 3

Tonski kilometri -0,060 0,252 0,028

Putnički kilometri 0,019 -0,165 0,578

Efikasnost usluge 
prevoza putnika 0,188 -0,048 0,057

Kvalitet železničke 
mreže 0,188 -0,034 0,053

Dužina železničkih 
pruga -0,038 0,272 -0,003

Efikasnost carinskih 
procedura 0,196 -0,059 0,001

Populacija -0,012 -0,058 0,483

BDP -0,042 0,329 -0,111

Javni dug -0,043 0,361 -0,220

Indeks Doing 
Business 0,191 -0,048 -0,015

Globalni indeks 
konkuretnosti 0,199 -0,019 -0,022

Globalni indeks 
inovacija 0,196 -0,020 -0,023
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6. ZAKLJUČAK 
Analiziranje povezanosti učinka železničkih sistema i ostalih spoljnih faktora zahteva primenu metoda 

koje mogu da obuhvate različite vrste pokazatelja. U ovom radu predstavljena je baza podataka sa trinaest 
pokazatelja za sto država sveta na koju je primenjena PCA metoda. Primena ove metode omogućila je 
detaljnije razumevanje železničkih sistema posmatranih država.  

Glavni doprinos ovog rada odnosi se na utvrđivanje pokretača pokazatelja učinka železničkih sistema. U 
kontekstu ovog rada, glavne determinante realizovanih tonskih kilomentara predstavljaju dužina železničke 
mreže, BDP i javni dug. Za putničke kilometre glavna determinanta odnosi se na broj stanovnika.  

Pored toga, ovom metodom izvršena je redukcija podataka i kreirana je struktura kojom su pokazatelji 
grupisani u tri komponente. Prva komponenta nazvana je „Sistemski pokazatelji efikasnosti“ kojom su 
obuhvaćeni pokazatelji koji opisuju uspešnost različitih oblasti jedne države. Druga komponenta odnosi se 
na „Prevoz robe i makroekonomski pokazatelji“ kojom je utvrđena zavisnost između učinka železničkog 
saobraćaja u prevozu robe i glavnih ekonomskih pokazatelja. Treća komponenta obuhvata putničke 
kilometre i ukupan broj stanovnika i nazvana je „Prevoz putnika“. 

Buduća istražianja biće proširena primenom neke od klaster metoda radi grupisanja država na osnovu 
njihovih karakteristika i biće sprovedena dalja analiza učinka železničkog sistema.  
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Rezime: U ovom radu je analizirana operativna efikasnost aerodroma sa dve poletno-sletne staze primenom 
DEA metode. Urađen je detaljan pregled literature sa ciljem identifikovanja ulaznih i izlaznih parametara. 
Pored nekoliko često korišćenih, predloženi su i neki novi parametri koji prethodne studije nisu koristile. Za 
analizu je predložena dvofazna DEA, gde se u prvoj fazi poredi odnos infrastrukturnih ulaganja i kapaciteta 
koji je ponuđen takvom infrastrukturom, dok se u drugoj fazi poredi odnos ponuđenog i iskorišćenog 
kapaciteta. Ovaj rad predstavlja prvi korak u detaljnijoj analizi operativne efikasnosti aerdoroma sa sličnom 
infrastrukturom, koja ima za cilj da pokaže uticaj konfiguracije poletno-sletnih staza na efikasnost 
aerodroma. 

Ključne reči: aerodromi, operativna efikasnost, DEA

Abstract: The operational efficiency of two-runway airports is analysed in this paper using DEA method. 
First of all, a detailed literature review is performed to identify suitable inputs and outputs. Apart from a few 
commonly used, new parameters that were not used in previous studies are introduced into the analysis. 
Two-phase DEA is proposed. In the first phase infrastructure investment is compared to available capacity, 
while the second phase compares available to utilised capacity. This paper is just the first step in the more 
detailed analysis of two-runway airport operational efficiency, aiming to determine the impact of runway 
configurations to overall airport efficiency.

Keywords: airports, operational efficiency, DEA

1. INTRODUCTION
Performance measurement refers to measuring efficiency from a financial and an operational perspective and 
may be characterized as a critical management activity (Humphreys and Francis, 2002). There are two 
possible ways to compare performance: internal benchmarking by comparing the airport’s performance 
metrics results over time, and, external benchmarking by comparing the performance of an airport with 
another (ACRP Research Report 190, 2018). Generally, the external benchmarking is more complex process 
because it requires more data (which are often of limited availability) from all subjects compared. Also, the 
selection of most appropriate candidates to compare to,  is not an easy task and requires special attention in 
order to get reliable results. In practice, benchmarking is continuously used by organizations to compare and 
measure their own business in relation to other organizations. This provides new knowledge that is applied in 
order to increase efficiency. Products and services, business processes, technical solutions, strategy can be 
compared.

The purpose of this paper is to examine the airport efficiency focusing on operational efficiency, 
involving airside infrastructure and available airport capacity. The idea is to explore if the final product of 
airports (passengers and movements) can be improved for a given infrastructure and available capacity. The 
goal is to rank airports by efficiency and to discuss which of them could be further improved following the 
example of benchmark airports that are similar to them in terms of their characteristics. The technique used 
in this paper to assess the operational efficiency of 23 European airports is Data Envelopment Analysis 
(DEA). Note that the economic efficiency is not investigated in this research. The sample includes only 
airports with two runways (various configurations). Traffic data used is for year 2018.

Firstly, literature review is presented in Section 2 focusing on previous work on airport operational 
efficiency analysis using DEA. Then, methodology used for airport operational efficiency analysis is 
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presented in Section 3, followed by data preparation and results. In the last section, conclusions and 
directions for future work are listed.  

2. LITERATURE REVIEW 
Many studies highlight the DEA method as one of the most convenient methods in airport efficiency 
analysis.  The brief review of multiple inputs and outputs data used in previous researches is presented in 
Table 1. 

Table 1: Brief review of previously used inputs and outputs 
Paper Objective Inputs Outputs 

Gillen (1997) 
Measurement of airport 
performance of 21 airports in 
the United States 

terminal operations: number of runways, 
number of gates, terminal surface, number 
of employees, number of baggage 
collection belts and number of public 
parking spots;  
airside operations: airport area, number of 
runways, runway area and number of 
employees 

terminal area: number of passengers and 
pounds of cargo;  
airside operations: air carrier movements 
and commuter movements 

Bazargan and 
Vasigh (2003) 

The productivity analysis of 
45 US commercial airport 

operating expenses, non-operating 
expenses, number of runways and number 
of gates 

number of passengers, number of air 
carrier operations, number of other 
operations, aeronautical revenue, non-
aeronautical revenue and percentage of on 
time operations 

Yoshida and 
Fujimoto (2004) 

The inefficiency of public 
investment performing based 
on the  analysis of 67 
Japanese airports through 
data obtained for year of 
2000 

total length of runway, number of gates, 
terminal area, number of employees, 
number of baggage, collection belts, 
number of public parking spots, airport 
area, runway area 

passenger loading, cargo handling and 
aircraft movement 

Curi et al. (2011) 

Application of a bootstrapped 
DEA procedure to estimate 
technical efficiency of 18 
Italian airports during the 
period 2000-2004 

employees, number of runways and apron 
size, 
airport area, labour cost and other cost 

number of movements, number of 
passengers and amount of cargo, 
aeronautical and non-aeronautical revenues 

Wanke (2012) 

Observation of the 
shortcomings in terms of 
infrastructure and the 
possibility of its expansion 

airport area, apron area, number of 
runways, total runway length and number 
of aircraft parking spaces 

number of landings and take-offs, number 
of passengers and cargo throughput 

Lin and Hong 
(2006) 

Operational performance 
evaluation of 20 major 
airports worldwide 

number of employees, number of 
check in counters, number of 
runways, number of parking 
spaces, number of baggage collection 
belts, number of aprons, number of 
boarding gages, terminal area 

number of passengers, cargo movements 

 
The vast majority of the above mentioned papers applied an output-oriented DEA model during the 

analysis, primarily due to the fact that the capital already invested in infrastructure and its construction 
simply cannot be neglected or the infrastructure already built can be repurposed.   

3. METHODOLOGY 
DEA is a non-parametric method that is the most frequently used method for evaluating the efficiency of 
different entities originally introduced by Charnes, Cooper, & Rhodes in 1978. DEA measures relative 
efficiencies or performances of peer decision-making units (DMUs) using linear programming. The 
performance or efficiency of a DMU is expressed in terms of a set of measures that are classified as DEA 
inputs and outputs (Cook and Zhu, 2014). Based on the data of inputs and outputs, DEA method assesses 
whether a unit to be decided is efficient or not in relation to the remaining units included in the analysis, or 
whether it is at the efficiency limit. DEA firstly provides an efficiency score between 0 and 1 for each 
DMUs. The efficiency score is determined by computing the ratio of total weighted outputs to total weighted 
inputs for it (Savic, 2016). DEA application can be classified as input-oriented or output-oriented model. 
Input-oriented model minimize the inputs for desired level of output to be achieved, while the output-
oriented model maximize the outputs while input kept a constant level (Rajasekar and Malabika Dea, 2014). 
Both of the mentioned models aims to maximize the outputs minimize the inputs and maximize the 
efficiency. Apart from previously mentioned, it is important to distinguish whether constant returns to scale 
(CRS) or variable returns to scale (VRS) are assumed (Merkeret and Assaf, 2015). The mathematical 
formulation of CRS model (Charnes et al, 1978) can be expressed as follows: 
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, (1)

subject to:

(2)

Here the yrj,  xij (all positive) are the known outputs and inputs of the jth DMU and the ur, vi ≥ 0 [(r=1,…s); 
(i=1,….m)] are the variable weights to be determined by the solution of the problem. The relative efficiency 
of hk for DMU is defined as the ratio of the weight sum of its outputs and the weight sum of its inputs, as 
shown in the mathematical formulation (1). The CCR model calculates the overall technical efficiency, 
which includes pure technical efficiency and volume efficiency. The model strives to maximize the value of 
hk so that each unit assigns a value to the control variables ur and vi such as to present it in the best possible 
manner. It is assumed the constant yield on the volume that may be explained as the increase in the value of 
engaged inputs results in a proportional increase in the realized output levels (Savić, 2016). The efficiency 
limit given by CCR models is in the form of a convex cone. If the value of hk is equal to 1, then the k-th 
DMUk is relatively efficient, and if the hk is less than 1, then the DMUk is relatively inefficient and the value 
of hk represents how much this unit needs to reduce its inputs to become efficient. 

An output-oriented model was applied in this analysis. The analysis was deployed in two phases applying 
CRS DEA model using DEA-solver-LV version 8.0. In order to increase efficiency, the given airport 
infrastructure (that does not have the option of reduction) was used as a main input. Therefore, the idea was 
to maximize the output with the existing input, while the unit becomes more efficient by increasing the 
output. DMUk is relatively inefficient if it is possible to increase any output without increasing any input and 
decreasing other outputs. (Savić, 2016). 

4. DATA AND RESULTS
As mentioned earlier, the aim of this paper is to evaluate the operational efficiency of the airport by fixing 
the inputs (airport infrastructure). Therefore, the main airport selection criterion for the given analysis 
primarily referred to the runway configuration. Initially, the analysis included 23 airports from the European 
continent with the same runway configuration of two parallel runways (closely spaced or independent) or 
crossed runways (include both V and X configurations). However, two airports (LIML and LIME) are 
excluded from the analysis due to width of one of the runways (less than 30m) which implies that such 
runways cannot be used for commercial operations. All airports are international with traffic ranging from 20 
thousand to 500 thousand operations and between 2 million and 80 million passengers per year. The list of 
airports included in analysis is listed in Table 2.

Table 2: The list of airports initially included in the analysis
Parallel runway configuration (n=12) Crossed runway configuration (n=11)

Athens Airport (LGAV)
Budapest Airport (LHBP)
Nice Côte d'Azur Airport (LFMN)
Dusseldorf Airport (EDDL) 
Heatrow (EGLL) 
Milan Linate Airport (LIML) 
Milan Malpensa Airport (LIMC)
Manchester Airport (EGCC)
Munich Airport (EDDM)
Oslo Gardermoen Airport (ENGM) 
Palma de Mallorca (LEPA)
Tegel Airport (EDDT)

Basel-Mulhouse Airport (LFSB) 
Bergamo Orio al Serio Airport (LIME) 
Bilbao Airport (LEBB)
Cork Airport (EICK)
Dublin Airport (EIDW)
Hamburg Airport (EDDH) 
Heydar Aliyev Intl. Airport (UBBB)
Lisbon International Airport (LPPT)
Malaga Airport (LEMG) 
Okecie Warsaw Frederic Chopin Airport (EPWA) 
Vienna International Airport (LOWW).

4.1. Inputs and outputs
The airport efficiency evaluation is performed in two phases. In the first phase relative efficiency (Ek

1) of 
airports’ ability to convert infrastructure investments into available capacity was analysed. The selected 
inputs were the runway surface in total (I1), the number of aircraft stands (AS) (I2) and the number of runway
exits (E) (I3). The dimensions of the runway (its length and width) are the main characteristic when 
considering the possibility of aircraft landing at an airport. The runway dimensions affect the types of aircraft 
that can use the runway land and take-off, safety margins, construction costs, maintenance etc. Therefore, the 
total runway surface area was used in the analysis. The runway dimension indirectly affects airport’ capacity. 
Longer runways allow larger aircraft and larger aircraft are associated to larger safety margins in the air 
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(longer distance separation in trail due to wake vortex), which leads to lower runway throughput. Further, the 
number of exits have a significant impact on the runway occupancy time and thus on the runway capacity. 
The number of available exits and their location is an important factor whether the aircraft will leave the 
runway earlier after landing or the aircraft will shorten the take-off length and speed up the procedure and 
release it for the next operation (Clemmer, 2018). Conversely, if the airport does not have mature taxiway 
infrastructure (parallel taxiway and appropriate number and location of runway exits), the time separation 
required for take-off and landing operations can be significantly extended. The number of aircraft stands on 
the apron is another important factor that affects airport capacity. Apron area determines airport capacity to 
handle aircraft turnaround while runway system is related to take-off and landing capacity. The aircraft 
stands used in this paper were only in case of passenger’s traffic.  The outputs selected for the first phase are 
declared runway capacity (O1) and terminal capacity (O2). Declared capacity is defined as “the number of 
aircraft movements per hour that an airport can accommodate at a reasonable level-of-service” (de 
Neufville and Odoni, 2013). The second output, terminal capacity is defined as an annual number of 
passengers for which the terminal is designed.  

On the other hand, those outputs were used as inputs in the second phase of DEA analysis where relative 
efficiency (Ek

2) of airports’ ability to utilize available capacity was analysed. The second phase outputs were 
number of aircraft movements (O’

1) and number of passengers (O’
2). Those outputs are the results of the 

given infrastructure and airport capacity and can reflects the volume of airside operations and the actual use 
of airport infrastructure. Furthermore, all airports are characterised by its configuration (parallel or crossed 
runways). Independent parallel runways (runway axes separation more than 1035m) are favourable in terms 
of runway capacity. Closely spaced parallel runways are associated to somewhat lower capacity as such 
configuration does not allow independent simultaneous operations. To assure safe operations (impact of 
cross-wind primarily), some airports may need to adopt V or X configurations which offer lower capacity 
than independent parallel runways. 

Finally, overall operational efficiency (Ek=Ek
1* Ek

2) is calculated as product of the efficiency scores 
obtained in the first and second phase. Therefore, an airport is operationally efficiency if and only if it is 
efficient in the both phases. The assumption is that there is no possibility to compensate inefficiency in one 
of the phases in the analysis. 

The primary data source used in this work is a European AIS Database (EAD), a centralized reference 
database that contains aeronautical information formed up-to-date from the ECAC area. In this study, 
information related to airports airside infrastructure is mostly retrieved and download from EAD public AIP 
library. The most of capacity data were collected through EUROCONTROL Airport Corner database. The 
data in this database are reported directly by airports. For data that were not available on the aforementioned 
site, data directly from national slot coordination sites (e.g. Oslo Airport) were used. The information related 
to the number of aircraft movements and passengers were retrieved mainly from the airport statistics data 
from corresponding airport sites. Traffic data for year 2018 were used.  

4.2. Results of Data Envelopment Analysis operational efficiency analysis 
The output-oriented CCR DEA method was performed into two phases. The idea was first to examine the 
operational efficiency of the airport through capacity production for a given infrastructure, and then to assess 
the efficiency of the airport for a given capacity based on productivity measures expressed through 
passengers and operations. Note that in this analysis, the runway configurations were not separated, but both 
parallel and crossed runways were analysed together. 

Table 3 shows the results obtained through the CCR DEA model, showing the efficiency and ranking in 
two passes (green: efficient airports; red: less efficient or inefficient airports). Based on efficiency scores, 
there are five efficient airports, while the 16 of them are inefficient in the 1st phase of analysis. The average 
technical efficiency of compared airports is 79%. EGLL (Heathrow), EDDM (Munich), ENGM (Oslo), 
LEPA (Palma de Mallorca) and EDDT (Berlin Tegel) are superior to other airports with efficiency scores 
equal to one. It appears that the most efficient airports are those with a parallel runway configuration. An 
important feature of such a runway configuration is the ability to perform simultaneous take-off and landing 
operations, which can greatly affect runway capacity and aerodrome flexibility. In comparison to crossed 
runways, it means higher capacity under similar capital investment (runway area). EGLL airport is the 
largest airport in respect to airside infrastructure (230AS, 33E) but with correspondingly high-declared 
capacity (88 m/h) and terminal capacity (93 million passengers). EDDM, ENGM and LEPA airports have 
similar runway configuration with two independent parallel runways and high-declared capacities (90, 80 
and 66 ops/h respectively), somewhat smaller apron areas than EGLL, but also smaller terminal capacity 
associated to it. EDDT airport has closely spaced parallel runways and due to that somewhat smaller capacity 
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that other four efficient airports, but on the other hand significant terminal capacity associated to very small 
apron area (only 66 AS). 

Table 3: Efficiency for the first and second phases with addition of combines the ranks
DMU E

(I phase) R DMU E
(II phase) R DMU Combine the

rank
LGAV 0,5764 19 LGAV 0,9665 8 LGAV 0,5571 15
LFSB 0,6529 17 LFSB 0,7569 16 LFSB 0,4942 16
LEBB 0,5292 20 LEBB 0,8502 14 LEBB 0,4499 19
LHBP 0,972 6 LHBP 0,7481 17 LHBP 0,7272 8
EICK 0,9438 7 EICK 0,7323 18 EICK 0,6911 12
LFMN 0,7322 13 LFMN 1 1 LFMN 0,7322 7
EIDW 0,7574 12 EIDW 0,9136 11 EIDW 0,6920 11
EDDL 0,7066 14 EDDL 0,9944 7 EDDL 0,7026 10
EDDH 0,6173 18 EDDH 1 1 EDDH 0,6173 14
EGLL 1 1 EGLL 1 1 EGLL 1,0000 1
UBBB 0,9067 8 UBBB 0,3927 21 UBBB 0,3561 21
LPPT 0,902 9 LPPT 1 1 LPPT 0,9020 4
LEMG 0,6584 15 LEMG 0,6244 19 LEMG 0,4111 20
LIMC 0,7704 11 LIMC 0,6054 20 LIMC 0,4664 18
EGCC 0,6577 16 EGCC 1 1 EGCC 0,6577 13
EDDM 1 1 EDDM 0,9289 10 EDDM 0,9289 3
EPWA 0,4836 21 EPWA 1 1 EPWA 0,4836 17
ENGM 1 1 ENGM 0,853 13 ENGM 0,8530 5
LEPA 1 1 LEPA 0,7645 15 LEPA 0,7645 6
EDDT 1 1 EDDT 0,9299 9 EDDT 0,9299 2
LOWW 0,8102 10 LOWW 0,8748 12 LOWW 0,7088 9

Note: E: efficiency score; R: rank.

Three out of four least efficiant airports have crossed runways, and one is, unexpectidly, with independent 
parallel runways. EPWA and EDDH have expected declared capacity for crossed runways (42 ops/h and 48 
ops/h respectively) but signifficant disproportion between apron area and terminal capacity. On the other 
hand LEBB airport, also with crossed runways, has very low declared capacity of only 22 ops/h as well as
somewhat larger apron area than available terminal capacity. LGAV is the airport with the airside 
infrastructure similar as EDDM airport, but with a very low declared capacity (44 ops/h) and with low 
terminal capacity relative to apron size. 

The second phase compares the number of aircraft movements and the number of passengers relative to 
declared capacity and terminal capacity. It resulted in six efficient and fifteen inefficient airports. The 
average technical efficiency score in this phase is 85%. For the given capacity (declared and terminal 
capacity), the most efficient airports in terms of the number of passengers and the number of movements in 
2018 are LFMN (Nice), EDDH  (Hamburg), EGLL (Heathrow), LPPT (Lisbon), EGCC (Manchester) and 
EPWA (Warsaw) airports with 100% efficiency. All those airports have a very high utilization of available 
capacities. All except EPWA have annual passengers to terminal capacity ratio slightly above one, which 
means they operate on the upper saturation limit. The interesting result is that EPWA and EDDH airports are 
inefficient in the 1st phase, but in the 2nd phase, they resulted as efficient, mainly because of large number of 
annual movements relative to declared runway capacity.  

The least efficient airport is UBBB due to twice the number of passengers than the capacity of the 
terminal, also with very low utilization of runway capacity (34 thousand ops/year vs. over 200 thousand 
ops/year at LPPT with same runway capacity). LIMC airport has similar number of operations as EPWA, 
LPPT, EGCC, but almost double declared capacity than those airports. In addition to that it has the second 
least underutilized terminal capacity of all airports (after UBBB). LEMG airport has similar utilization of 
terminal capacity as LIMC, as well as runway capacity in comparisson to eg. EIDW and EDDL or LGAV 
(with 60-70% more traffic), but it is important to note that this may happen with seasonal airports when  
annual traffic is used for comparisson (the capacity is designed for summer season and it is usually highly 
underutilized in winter periods). Another inefficient airport is EICK airport primarily due to very small 
number of aircraft movements (only 23 thousand ops/year). LEBB has similar declared runway capacity but 
double that traffic.

In order to determine which airport is the most efficient for both phases together, i.e. which airport has the 
highest operational efficiency in terms of outputs produced based on the given infrastructure; an analysis 
made of combination of the first and second phases was performed. According to combined scores (see 
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Table 3), the most efficient airport, as expected, is Heathrow (EGLL). The least efficient airport is Baku 
(UBBB) with the 36% of efficiency. If all the characteristics used in the analysis are considered, such a result 
is expected. Heathrow is the leader in terms of capacity and the number of passengers and aircraft 
movements for a given infrastructure and it resulted as the most efficient airport in both of phases, while 
Baku records the smallest number of passengers and aircraft movements and it was on 8th place in the 1st 
phase and the last in the second phase. 

5. CONCLUSION 
This paper is just the first step in more detailed analysis of two-runway airport operational efficiency, aiming 
to determine impact of runway configurations to overall airport efficiency. The goal was to rank airports by 
efficiency and to discuss which of them could be further improved following the example of most airports 
that are similar to them in terms of their characteristics. Further step involves analysing the operational 
efficiency specifically for parallel and crossed runway configurations to evaluate the airport operational 
efficiency for each of the analysed configuration types. The analysis can be performed for 2019 and 2020 
years in order to compare with the previously obtained results and evaluate the possible progress of the 
airport. For a more detailed analysis of the data a relational model for a given research question can be made 
in order to comibine 1st and 2nd phase into new separate model. Such results could help decision makers to 
make such decisions to improve airports operational performing and to progress more in aviation system. 
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Rezime: Primena veštačkih neuronskih mreža je doživela svoju ekspanziju sa razvojem i unapređenjem 
računarske tehnologije, čime se pojednostavilo prikupljanje i obrada velikog broja podataka. Danas se 
neuronske mreže aktivno primenjuju u različitim sferama, poput medicine, farmacije, saobraćaja, 
marketinga, bezbednosti, bankarstva itd. Osnovna prednost neuronskih mreža je u njihovoj mogućnosti da 
klasifikuju, sistematizuju i prepoznaju određene elemente, oblike, dimenzije i sl. Shodno tome ovi algoritmi 
obično se koriste za klasifikaciju i prepoznavanje rukopisa, teksta, obradu govora, predviđanje protoka, 
broja nezgoda, buke, očitavanje registarskih tablica itd. Sa razvojem i implementacijom autonomnih vozila, 
značajno su se izmenili i zahtevi koji se ispostavljaju ka infrastrukturi, vozilima, a posebno ka saobraćajnoj 
signalizaciji. Imajući u vidu potrebu za automatskom detekcijom i prepoznavanjem saobraćajne 
signalizacije, u upotrebi su algoritmi koji pripadaju grupi konvolucionih neuronskih mreža (eng. 
Convolutional Neural Networks - CNN). U ovom radu prikazani su rezultati treniranja, validiranja i 
testiranja modela zasnovanog na CNN, izrađenog za potrebe detekcije i klasifikacije saobraćajnih znakova, 
na teritoriji Republike Srbije.

Ključne reči: Konvolucione neuronske mreže, saobraćajna signalizacija, detekcija, klasifikacija

Abstract: The application of artificial neural networks, has experienced its expansion with the advancement 
and IT technology development, which simplified the collection and processing of large amounts of data. 
Today, neural networks are actively used in various fields such as: medicine, pharmacy, transportation, 
marketing, security, banking, etc. The basic benefit of neural networks is their ability to classify, systematize 
and recognize certain elements, shapes, dimensions, etc. Accordingly, these algorithms are commonly used 
to classify and recognize handwriting, text, speech processing, flow prediction, prediction of traffic crashes, 
noise, license plate recognition etc. With the development and implementation of autonomous vehicles, the 
requirements for infrastructure, vehicles, and especially for traffic signalization have changed significantly. 
Given the need for automatic detection and recognition of traffic signs, algorithms belonging to the group of 
convolutional neural networks (CNN) are widely in use. This paper presents the results of training, 
validation and testing of the model based on CNN, developed for the needs of detection and classification of 
traffic signs, on the territory of the Republic of Serbia.

Keywords: Convolutional Neural Networks, traffic signalization, detection, classification

1. UVOD
Mnogi današnji uređaji i sistemi razvijani su sa ciljem pružanja pomoći i olakšavanja svakodnevnih 
čovekovih poslova i radnji. Primer su prevozna sredstva, radne mašine, radio uređaji i sl. Različita 
tehnološka dostignuća omogućila su primenu sofisticiranijih elemenata i alata koji su iz korena promenili 
čovekov život. Glavni predstavnik pomenutih tehnologija je računar, koji je umnogome ubrzao, olakšao i 
pojednostavio mnoge radnje koje su do tada zahtevale značajne vremenske resurse. Između ostalog, jedan od 
ciljeva izrade računara bio je osposobiti ih za samostalno odlučivanje, generalizaciju i učenje na osnovu 
sopstvenog iskustva, što je jedna od najvažnijih i najkompleksnijih osobenosti čoveka. Značajan pomak i 
korak napred, u tom smislu, doveo je do razvoja veštačkih neuronskih mreža. Neuronske mreže predstavljaju 
veoma pojednostavljenu neuronsku strukturu čovekovog mozga (Anderson and Mcneill, 1992).

Osnovna karakteristika neuronskih mreža je u njihovoj mogućnosti da klasifikuju, sistematizuju i 
prepoznaju određene elemente, oblike, dimenzije i sl. Velike mogućnosti pomenutih struktura uslovile su 
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široku primenu neuronskih mreža u različitim sferama života. Tako se one često koriste za obradu i 
prepoznavanje govora (Zia and Zahid, 2019), rukopisa, određenih slova, delova pisanog teksta, formatiranje 
teksta, odgovaranje na pitanja i sl. (Baldominos et al., 2018). 

Značajnu primenu neuronske mreže pronašle su i u oblasti saobraćaja. Prvi algoritmi ovog tipa 
primenjivani su za predviđanje parametara saobraćajnog toka: protoka, brzine vozila i sl. (Mrowicki et al., 
2020). Posebna grupa algoritama primenjuje se za predviđanje broja saobraćajnih nezgoda, tipova nezgoda, 
njihovih posledica (Ali and Tayfour, 2012), predviđanje karakteristika zagušenja, buke vozila, emisije štetnih 
gasova, smanjenja mobilnosti, troškova korisnika i sl. (Nourani et al., 2020). 

Važna prekretnica u razvoju i primeni neuronskih mreža imala je proizvodnja i implementacija 
autonomnih vozila. Različite strukture neuronskih mreža, među kojima su najpopularnije konvolucione 
neuronske mreže (dalje u tekstu CNN), najčešće se primenjuju za klasifikaciju i prepoznavanje slika, oblika, 
lica, saobraćajne signalizacije, opreme, drugih učesnika u saobraćaju i sl. (Santana and Hotz, 2016), upravo 
za potrebe implementacije autonomnih vozila.  

Osnovni cilj i ideja ovog rada zasnivaju se upravo na izradi i testiranju CNN algoritma za prepoznavanje 
saobraćajne signalizacije, koji će biti konkurentan postojećim algoritmima, izrađenim u ove svrhe. 
Sekundarni cilj ovog rada obuhvata izradu algoritma, koji će sa stepenom preciznost od najmanje 90%, moći 
da prepozna i klasifikuje prikazanu saobraćajnu signalizaciju.  

Rad je koncipiran kroz 6 poglavlja: prvo uvodno poglavlje obuhvata i kraći literarni pregled, drugo 
poglavlje u kome je opisana metodologija rada, dok treće, četvrto i peto poglavlje predstavljaju delove u 
kojima je objašnjena struktura algoritma, definisani primenjeni hiperparametri, njihove vrednosti i način 
modifikovanja algoritma. Dodatno, opisan je način treniranja, validiranja i testiranja, kao i rezultati dobijeni 
ovim modelom. Na kraju rada data su zaključna razmatranja sa predlogom budućih istraživanja.        

2. METODOLOGIJA RADA 
Postojeća regulativa u Republici Srbiji obuhvata ukupno 285 osnovnih klasa saobraćajnih znakova, kojima 
se korisnicima pružaju informacije o zabranama, ograničenjima, opasnostima, daju dodatna obaveštenja i sl. 
Svaki od ovih znakova karakterističan je po svojim dimenzijama, obliku, kodu boja, pismu odnosno 
natpisima i vrsti upotrebljenog piktograma. Baza saobraćajnih znakova, korišćena u ovom istraživanju, 
formirana je tako da obuhvati upravo one znakove koji se mogu koristiti kao predstavnici znakova različitog 
koda boja, oblika, natpisa, piktograma i sl. Specifičnost u tom smislu predstavlja znak II-2, koji ima oblik 
pravilnog osmougla, poseban kod boja (crvena, bela) i drugačije dimenzije od ostalih znakova. Saobraćajni 
znak II-45.2 izabran je kao karakterističan predstavnik znakova kružnog oblika i jedinstvenog koda boja 
(plava, bela), sa standardnim dimenzijama koje se primenjuju u naseljima. Znakovi III-4, III-5 i III-30, 
predstavljaju karakteristične znakove kvadratnog oblika, sa kodom boja (bela, plava i crna), piktogramima i 
dimenzijama karakterističnim za ovu grupu znakova. Na kraju, znakovi III-24 i III-24.1 izabrani su kao 
predstavnici znakova pravougaonog oblika, standardizovanih dimenzija i posebnim kodom boja (bela, crna, 
crvena) za ovu grupu znakova. Važno je napomenuti da su znakovi, korišćeni u ovom istraživanju, birani i 
prema zastupljenosti na saobraćajnoj mreži Republike Srbije.  

Potrebni podaci i fotodokumentacija, za potrebe ovog rada, prikupljani su terenskim istraživanjem i 
primenom google maps i street view servisa za mapiranje. Formirana baza, sadrži sedam klasa znakova, koji 
se standardno primenjuju na teritoriji Republike Srbije, prema Pravilniku o saobraćajnoj signalizaciji i to:    

 Saobraćajni znak II-2, „obavezno zaustavljanje“, u radu označavan kao „stop“, 
 Saobraćajni znak II-45.2, „kružni tok saobraćaja“, u radu označavan kao „kružni tok“, 
 Saobraćajni znak III-4, „prepreka za usporavanje saobraćaja“, u radu označavan kao „prepreka za 

usporavanje“, 
 Saobraćajni znak III-5, „pešački prelaz“, u radu označavan kao „pešački prelaz“, 
 Saobraćajni znak III-24, „naselje“, u radu označavan kao „naselje“, 
 Saobraćajni znak III-24.1, „završetak naselja“, u radu označavan kao „završetak naselja“ i 
 Saobraćajni znak III-30, „parkiralište“, u radu označavan kao „parkiralište“. 

Ukupan uzorak čini 2260 fotografija, koje su podeljene u tri grupe: podaci za treniranje, podaci za 
validaciju i test podaci, u procentualnom odnosu 70:15:15. Sve fotografije dimenzija su 256x256 piksela, kao 
što je prikazano na slici 1. 

Izrada, treniranje, validacija i testiranje modela vršeno je na HP računaru sa NVIDIA GeForce MX130 
(4GB DDR3) grafičkom karticom, Intel i5-8250U procesorom, 8GB RAM memorije i diskom 256GB PCIe 
NVMe M.2 SSD. Za potrebe ovog rada korišćeni su sledeći programski dodaci: „Keras Documentation“, 
„TensorFlow“ i „Jupyter notebook“.  
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Slika 1. Fotografije vrsta saobraćajnih znakova i njihove dimenzije

3. STRUKTURA ALGORITMA I PODEŠAVANJE HIPERPARAMETARA
Struktura modela izrađenog i prikazanog u ovom radu, sastoji se od dva karakteristična dela. Prvi deo 
obuhvata elemente u kojima se vrši učenje karakteristika ulaznih podataka, dok drugi deo obuhvata elemente 
koji vrše klasifikaciju fotografija, prema izabranim klasama saobraćajnih znakova. Na slici 2 prikazana je 
struktura izrađenog modela, dok je u nastavku detaljno opisan svaki njegov element.

Slika 2. Struktura mreže

Model se sastoji od četiri bazna konvoluciona sloja, nakon kojih sledi jedan potpuno povezan sloj od 14 
neurona. U izlaznom sloju nalazi se sedam neurona, pri čemu je u ovom sloju primenjena Softmax 
aktivaciona funkcija. U svakom konvolucionom sloju, veličina filtera je 3x3 sa korakom 1, broj filtera u 
konvolucionim slojevima je redom (od prvog do poslednjeg) 32, 64, 128 i 256. Nakon svakog 
konvolucionog sloja vršena je normalizacija podataka u cilju poboljšavanja brzine konvergiranja modela i 
smanjenja ukupnog broja epoha potrebnih za treniranje (Zhu et al., 2016). Nakon normalizacije korišćen je 
„Max pooling“ proces diskretizacije, sa veličinom filtera 2x2 i korakom 1. Na kraju svakog sloja, vršeno je 
isključivanje određenog broja mapa karakteristika („SpatialDropout“), kako bi se poboljšala generalizacija 
algoritma (Cai et al., 2019). U prvom sloju isključeno je 25% mapa karakteristika, dok je u svim ostalim 
slojevima isključeno 20%.

Aktivaciona funkcija korišćena u svakom sloju modela (izuzev u izlaznom) je „ReLU – Rectified Linear 
Units“, koja pokazuje najbolje rezultate i najčešće se koristi za probleme prepoznavanja i klasifikacije 
ovakvog tipa (Alghmgham et al., 2019). Za potrebe ovog rada iskorišćen je Adam (Adaptive Moment 
Estimation) optimizacioni algoritam, sa stopom učenja 0.0001. S obzirom na to, da je u izlaznom sloju 
primenjena Softmax aktivaciona funkcija, za izračunavanje gubitaka izabrana je „categorical-crossentropy“ 
funkcija.

Ukupan broj parametara u mreži je 1 196 855, od kojih se 960 parametara ne trenira. Model je treniran i 
validiran kroz 40 epoha. Veći broj epoha nije uzet prevashodno zbog tehničkih ograničenja. 

4. TRENIRANJE I VALIDACIJA MODELA
U fazama treniranja i validacije modela korišćeno je ukupno 1930 fotografija, od kojih je 1600 korišćeno u 
fazi treniranja, dok je na uzorku od 330 fotografija vršena validacija modela. Celokupan proces treniranja i 
validacije modela sproveden je odvojeno od test faze, na posebno definisanom uzorku. Na slici 3 prikazani 
su: preciznost modela (levo) i gubici modela (desno), tokom treniranja i validacije. Imajući u vidu da je za 
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izračunavanje gubitaka izabrana funkcija „categorical-crossentropy“, koja predstavlja meru sličnosti između 
raspodela verovatnoća, gubici su, u konkretnom slučaju, predstavljeni u funkciji stvarnih i predviđenih 
verovatnoća klasa (oznaka), tj. predstavljaju njihov ukupni odnos, prikazan po svakoj epohi pojedinačno.  

Sa slike 3 (levo) može se uočiti da model dobro konvergira i da ne postoje neželjeni efekti treniranja i 
validiranja (“overfitting” ili “underfitting”), što bi se oslikalo kroz velike razmake plave i narandžaste linije. 
Preciznost modela na kraju 40-te epohe za treniranje je 95,2%, dok za validaciju preciznost iznosi 95,4%. 

 

 
Slika 3. Preciznost modela (levo) i gubici (desno) tokom treniranja i validacije 

Sa slike 3 (desno) uočava se jasno smanjenje gubitaka tokom treniranja i validiranja, što takođe potvrđuje 
dobro konvergiranje modela. Fluktuacije tokom validiranja modela, koje se mogu primetiti na slici su 
očekivane, i obično se mogu okarakterisati kao stepen kvaliteta „naučenih“ karakteristika tokom obrade 
jedne grupe podataka. Na kraju 40-te epohe gubici za treniranje iznose 0.42, dok su gubici za validiranje 
0.41. Prosečno vreme treniranja, odnosno validiranja modela po epohama iznosi 265,8 sekundi. 

5. TESTIRANJE MODELA 
U test fazi korišćeno je ukupno 330 fotografija, raspodeljenih u 7 klasa, prema izabranim vrstama 
saobraćajnih znakova. Rezultati su prikazani kroz matricu grešaka („Confusion Matrix“), koja se, u ovakvim 
situacijama, obično koristi za vizuelizaciju rezultata. Idealan raspored predviđenih saobraćajnih znakova 
podrazumevao bi raspodelu koja bi bila formirana po dijagonali prikazane matrice (slika 4).   

Dodatno, u tabeli 1 prikazan je klasifikacioni izveštaj koji obuhvata nekoliko važnih parametara za ovaj 
rad. Pokazatelj preciznost („precision“) opisuje koliko je verovatno da je pozitivno predviđena klasa, zapravo 
i tačno predviđena klasa, odnosno to je udeo slučajeva u kojima je algoritam tačno predvideo određenu 
klasu, npr. znak „stop“ u ukupnom broju slučajeva gde je predviđen znak „stop“. Sa druge strane, imajući u 
vidu da preciznost modela, opisana u prethodnoj rečenici, ne uzima u obzir negativno i „lažno“ negativno 
predviđene klase, u analizu se često uključuje dodatni parametar „recall“, koji definiše koliko je model dobar 
u prepoznavanju pozitivnih klasa u odnosu na njihov ukupan broj. Ovaj parametar predstavlja udeo slučajeva 
u kojima je algoritam tačno predvideo određenu klasu, npr. znak „stop“, u ukupnom broju svih predviđenih 
klasa. 

 
Slika 4. Matrica grešaka 
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Oba parametra na neki način definišu koliko je dobijeni model dobar i efikasan u predviđanju i 

klasifikovanju. Koji će se od njih razmatrati zavisi od toga šta želimo postići modelom. U većini slučajeva 
daje se treći parametar koji pravi balans između dve gore opisane karakteristike. Taj parametar se naziva F1 
skor i on predstavlja težinsku harmonijsku sredinu dva pomenuta parametra. 

                            Tabela 1. Klasifikacioni izveštaj 
Klasifikacioni izveštaj precision recall f1-score support 
kružni tok 0.90 0.98 0.94 55 
ležeći policajac 0.98 0.94 0.96 47 
naselje 0.85 0.89 0.87 38 
parking 0.98 0.89 0.93 46 
pešački prelaz 0.95 0.95 0.95 64 
stop 0.84 1.00 0.91 42 
kraj naselja 0.93 0.71 0.81 38 
accuracy   0.92 330 
micro average 0.92 0.91 0.91 330 
weighted average 0.92 0.92 0.92 330 

 
Iz tabele 1 mogu se videti pojedinačne vrednosti F1 skora za svaki saobraćajni znak, dok je ukupna 

vrednost F1 skora izražena preko makro srednje vrednosti i težinske srednje vrednosti koje iznose 91% i 
92% redom. Dodatno analizirajući ovaj parametar može se zaključiti da najlošiju vrednost model pokazuje 
prilikom klasifikovanja saobraćajnih znakova „završetak naselja“ i „naselje“, što se delom može uočiti i sa 
slike 4. U konkretnom slučaju, ova dva saobraćajna znaka imaju istu strukturu, odnosno isti izgled, pri čemu 
znak „završetak naselja“ sadrži crvenu traku postavljenu dijagonalno preko celog znaka. U određenom broju 
slučajeva crvena traka je oštećena ili slabo vidljiva, što zapravo može predstavljati jedan od potencijalnih 
razloga nešto lošijih rezultata za dve pomenute klase. 

Tačnost modela („accuracy“), koja se računa kao odnos broja tačno klasifikovanih saobraćajnih znakova i 
ukupnog broja testiranih saobraćajnih znakova iznosi 92%. Iako se tačnost ovog modela može smatrati dosta 
manjom u odnosu na do sada najpreciznije modele ovog tipa, kojima je procenat greške značajno manji od 
1% (Baldominos et al., 2018), veliki prostor za unapređenje ovog modela svakako postoji, pre svega 
dodatnom modifikacijom hiperparametara. Iako izabran uzorak korišćen u ovom radu, odgovara potrebama 
treniranja, validiranja i testiranja modela ovog tipa, brojnost saobraćajnih znakova se može značajno 
povećati. Glavni razlog povećanja uzorka je obuhvatanje svih dodatnih klasa koje nisu bile obuhvaćene ovim 
istraživanjem. Pre svega, istraživanjem je obuhvaćeno samo sedam klasa znakova, što čini oko 2.5% od 
ukupnog broja klasa koje se standardno primenjuju u Republici Srbiji. Takođe pored povećanja klasa, 
buduća istraživanja trebala bi se fokusirati na određene situacije i specifičnosti samih znakova. Na primer, 
vidljivost saobraćajnih znakova u noćnim uslovima ili u uslovima magle, kiše ili snega. Postojanje rose na 
znaku ili vlažan saobraćajni znak usled kiše, postojanje odsjaja od sunčeve svetlosti i sl., mogu značajno 
uticati na konačan rezultat modela. Dodatno, iako predstavlja više upravljački aspekt, naredna istraživanja 
svakako moraju obuhvatiti i situacije delimično vidljivih i u određenoj meri rastinjem zaklonjenih znakova, 
kao posledica neodržavanja pojasa puta. Na taj način obuhvataju se različiti uslovi i situacije koje se mogu 
pojaviti u praksi, čime se može značajno povećati efikasnost i fleksibilnost modela.  

6. ZAKLJUČAK 
U ovom radu prikazani su rezultati izrađenog algoritma za prepoznavanje i klasifikovanje saobraćajne 
signalizacije, koja se koristi na teritoriji Republike Srbije. Algoritmi sa pomenutom funkcijom pripadaju 
grupi konvolucionih modela koji funkcionišu po principu neuronskih mreža. Izrada algoritma obuhvatala je 
treniranje, validiranje i testiranje modela na uzorku od 2260 fotografija, koje su podeljene u odnosu 
70:15:15. Prikupljen uzorak obuhvata sedam klasa saobraćajnih znakova koji su najčešće prisutni na mreži 
puteva i ulica u Republici Srbiji.    

Model je treniran i validiran kroz 40 epoha, pri čemu je postignuta preciznost modela za treniranje od 
95,2%, dok je preciznost tokom validacije iznosila 95,4%. Gubici modela ostvareni tokom treniranja su 0.42, 
dok tokom validacije vrednost gubitaka iznosi 0.41. Prosečno vreme treniranja, odnosno validiranja modela 
po epohama iznosi 265,8 sekundi. Tokom testiranja modela ostvarena je ukupna tačnost od 92%. Model je 
dodatno analiziran kroz sledeća tri parametra: „precision“, „recall“ i F1-skor. Imajući u vidu podjednaku 
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važnost karakteristika „precision“ i „recall“, kvalitet modela prikazan je kroz F1-skor. Najveću vrednost 
prema ovom parametru model je prikazao u slučaju prepoznavanja i klasifikovanja saobraćajnog znaka 
„prepreka za usporavanje saobraćaja“ sa 96% efikasnosti, dok su najlošiji rezultati postignuti pri 
prepoznavanju i klasifikovanju saobraćajnih znakova „završetak naselja“ i „naselje“. Oba znaka imaju 
vrednost skora manju od 90%. Jedan od potencijalnih razloga ovako loših rezultata je velika sličnost ova dva 
znaka, što je moglo uzrokovati njihovu pogrešnu klasifikaciju.  

Generalno posmatrano, dobijene vrednosti tačnosti i preciznosti ovog modela manje su od algoritama koji 
trenutno zauzimaju vrh lestvice u oblasti prepoznavanja i klasifikovanja. Ipak, važno je napomenuti da 
dobijeni model ima potencijala i dosta prostora za dalja unapređenja, imajući u vidu da je isti treniran, 
validiran i testiran uz određena tehnička ograničenja.  

Uzimajući u obzir značaj oblasti veštačke inteligencije u saobraćaju, prikazano istraživanje predstavlja 
početnu fazu i prvi korak u predstojećim istraživanjima. Budući pravci istraživanja biće, pre svega, usmereni 
na povećanje uzorka za treniranje, validiranje i testiranje modela, odnosno biće obuhvaćene sve preostale 
klase saobraćajnih znakova definisanih Pravilnikom o saobraćajnoj signalizaciji u Republici Srbiji. Dodatno, 
modelom bi trebale biti obuhvaćene i određene specifične situacije u kojima se vidljivost saobraćajnih 
znakova može smanjiti. Takve situacije mogu biti npr. vožnja tokom noći ili smanjenje vidljivosti koje 
nastaje kao posledica loših vremenskih uslova: pojava magle, kiše, snega i sl. Sve opisane situacije 
predstavljaju značajan aspekt koji može uticati na preciznost samog modela, zbog čega će u daljim 
istraživanjima svakom od pomenutih parametara biti posvećena posebna pažnja. 
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Abstract: This paper is motivated by the increasing usage of the United Kingdom (UK) railway, and the need 
for innovative solutions to meet this demand. A baseline simulation model is developed based on a railway 
route between Birmingham and Coventry in the UK. The model captures the basic infrastructure and the
dynamic motion of the trains that operate on the route. Using the baseline simulation model, the use of 
autonomous trains (ATs) is investigated, where two feedback control systems are implemented, i.e. desired 
velocity control of the lead train and desired separation distance of the following train. It is then demonstrated 
how the use of ATs can be used to operate trains closer together, thus increasing the capacity of the network.

Keywords: transportation, control, systems dynamics, timetabling 

1. INTRODUCTION
The current state of the British railway infrastructure is such that it is not capable of supporting the increasing 
demand presented (Hall et al. 2012). Currently, the railway network uses fixed block signaling. This involves 
the railway network being effectively divided into blocks, with movement of trains into these blocks controlled 
by signals. The details of the blocks (i.e. length) are determined based on several factors, e.g. braking distance 
of trains. A given train cannot occupy a block that is already occupied (red lights will be shown). Whilst such 
a system maintains high levels of safety (trains have large separation distances), thus limiting the overall 
capacity of the network. The limitations of using fixed block signaling are further emphasised when the system 
experiences delays at a specific location on the network. Such delays can cause knock-on-effects to the whole 
network, causing larger delays and even the cancellations of trains. To address operational demand on the 
railway in the UK, in 2012, the Rail Technical Strategy (RTS) was produced (RSSB, 2012). RTS 2012 
considers the potential future challenges of the railway over a 30-year period and presents long term strategies 
for the railway industry and government. The RTS 2012 is based on the following 4Cs as a guiding principle, 
these are defined as: increased capacity, improved customer experience, reduced carbon and reduced capital
and operational cost. To further address the RTS, in 2017 a capability delivery plan (CDP) was developed 
(RSSB, 2017). In the CDP, 12 ‘key capabilities’ are identified in which the railway industry view as 
development areas in order to meet the industry objectives of increasing capacity and improving customer 
services in a sustained and affordable manner. With the primary aim to increase capacity on the railway, one 
of the ‘key capabilities’ involves the use of moving block technology to run autonomous trains (ATs) closer 
together. Moving block technology involves the removal of the fixed block signaling system, and the 
introduction of the operation of the trains/ATs maintaining a constant separation distance. For such an 
operation, the trains/ATs require accurate train positioning, fast reliable fail-safe switches, predictive braking 
and vehicle-to-vehicle (V2V) communication. In contrast to fixed block technology, in moving block 
technology the trains are moving unless otherwise instructed to stop. In Duan and Schmid (2018), the authors
have undertaken a paper-based study into the closer running of ATs that has demonstrated benefits aligned to 
the 4Cs. The technology needed for ATs has been demonstrated effectively in the automotive sector through 
the development of autonomous vehicles (AVs), with trials successfully taking place in Coventry and 
Worldwide (Sutcliffe, 2019) and (Wiggers, 2020). To investigate the technology behind ATs and the operation 
of closer running, a scaled down prototype was developed in (Pickering, Davies and Burnham, 2019). In recent 
months, Russian ATs have been in operation, see (Zasiadko, 2019).

1.1. Aim of this paper 
The aim of this paper is to investigate both the implementation and closer running of ATs. A baseline 
mathematical model of an existing railway network is developed – detailing the operating timetable, speed 
limits, dynamic motion of typical trains. Key performance indicators (KPIs) are defined that allow the results 
from the baseline model to be quantified. The baseline model is then be used to investigate the operational 
effectiveness of closer running, with the results obtained from the baseline model operation. The KPIs are 



compared to determine the potential benefits of closer running ATs. Based on the above aim, the following 
research question is posed: can the use of AT technology in conjunction with the closer running operation 
increase the railway network capacity whilst maintaining a high level of safety?

2. BASELINE SIMULATION MODEL OF EXISITING RAILWAY NETWORK
The baseline simulation model to be developed will be based on European train control system (ETCS) Level
3 technology, i.e. moving block. In line with the closer running of ATs and to allow meaningful comparisons 
to be drawn between the current baseline technology and closer running, all carriages are assumed to be 
autonomously powered. The baseline simulation model to be developed consists of the following three layers,
where the same process of modelling has been used in (Pickering and Burnham, 2016): Layer 1: infrastructure,
Layer 2: train dynamic motion model and Layer 3: KPIs.

2.1. Layer 1: Infrustructure 
The modelling of a railway line will be based on the operations between Birmingham New Street and Coventry,
as detailed in Figure 1. Although the adopted rail network model is based on an actual railway network model, 
it is not intended to replicate all details (for simplicity of the modelling), i.e. the topology of the railway 
network is ignored, and no recovery time is included in the baseline simulation model. A timetable that closely 
matches the publicly available timetable was used, taken from (TrainLine, 2020). An hour operation for a 
given weekday peak service is used with the departure station being Birmingham New Street and the arrival 
station being Coventry, as detailed in Table 1. Table 1 contains an ID number (1st column) which refers to the 
corresponding service operation given in the legends in Figure 1. For the hour operation considered there are 
two train operating companies (TOCs), namely: Virgin Trains (VT) and West Midlands Trains (WMT), as 
detailed in Table 1. Table 1 also contains the department time, arrival time, journey time and the train operating 
company. In this work, it is assumed that the carriages do not have regenerative braking and all carriages are 
empty. Therefore, the class of the carriages (standard or first) is not important as passenger loading is not 
considered. With the use of Figure 1 and Table 1, the full timetable of operation can be constructed. The 
distance between stations is also given in Figure 1 (in red). A two-rail track is assumed throughout, platform 
availability is assumed throughout and speed limits along the lines have been applied, i.e. 125mph (55.88 ).

Figure 1: Train map between Birmingham New Street and Coventry



Table 1: Train timetable (peak-time)
Train
ID

Departure time 
[hour:minute]

Arrival time 
[hour:minute]

Journey time 
[minutes]

Train operating 
company

1 07:04 07:24 20 VT
2 07:10 07:30 20 VT
3 07:14 07:42 28 WMT
4 07:33 08:01 28 WMT
5 07:50 08:10 20 VT
6 07:54 08:21 28 WMT

2.2. Layer 2: Train dynamic motion model
The developed baseline simulation essentially operates in open-loop. The train dynamic motion model 
comprises of a second order differential equation, this relating acceleration to traction force, i.e.

(1)

where is the effective laden mass of the train (base train mass + passengers), is the acceleration of the 
train (+ve for accelerating and –ve for braking), is the traction force (+ve for acceleration and –ve for
braking), is the train resistance (including aerodynamic drag and the Davis coefficients).

An important factor when considering the convoy operation of trains is the varying length and the effects 
this has on the aerodynamics. The Davis equation, see (Davis, 1926) is still commonly used to approximate 
the railway vehicle resistance, this given by:

(2)

where , and are the regression coefficients obtained by fitting test data to the Davis equation, see (Arema, 
2018), (Coals, 2017) and (Pickering and Burnham, 2016) and is the velocity of the train. The coefficients of 

accounts for the carriage mass, this given by:

(3)

where is the number of axles per carriage. The coefficient of account for the mechanical resistance, 
including the resistance between the train and railway tracks, this is given by:

(4)

where is the coefficient of friction and is the acceleration due to gravity (i.e. 9.81 . The coefficient
accounts for air resistance, with the term being a nonlinear value, this is given by:

(5)

where is the total train length. The train properties of the two TOCs of interest in this research will now be 
considered. The trains considered are the Pendolino 390 for the VT operation and the Turbostar Class 170 for 
the WMT operation, see (Powell and Palacin, 2015), with the full properties of the train given in Table 2. The 
developed simulation model of the train given by Equation (1) has been constructed using MATLAB &
Simulink. Figure 2 (upper-left) details the Simulink diagram of Equation (1) in phase variable canonical form. 
Note that in MATLAB the coefficients for each train (VT and WMT) are made specific, i.e. using Table 2.
The input (force) for the six trains have been modelled using a series of step inputs (see Figure 2, lower left) 
to replicate the one-hour operation given in Table 2. The duration of the step inputs was achieved via trial and 
error, i.e. to account for the deceleration of the trains before stopping at a given station. The complete Simulink 
diagram of the six trains is shown in Figure 2 (right), where it is visible that the six inputs (signals) have been 



applied to the six trains. In Figure 3, the train graph (left) displays the operation of the six trains during the one 
hour of operation, and the full results of Train 1 (see Table 1) are also given (right). 

Table 2: Train properties of the two train operating companies (TOCs) 
Variable Pendolino 390 Properties Turbostar Class 170 Properties
Acceleration [ ] 0.37 0.50
Deceleration – Regular [ ] 0.88 1.00
Deceleration – Emergency [ ] 1.18 1.40
Mass per carriage [ ] 51.78 45.10
Max Velocity [ ] 125 100
Max Velocity [ ] 55.88 44.70
Length of carriage [ ] 21.75 70.86
Axles per carriage 4 2

Figure 2: Simulation model of baseline train developed using Simulink 

Figure 3: Graphical outputs from the simulation model

2.3. Layer 3: Key performance indicators (KPIs)
Table 3 contains the KPIs that allow the advantages of different train operation scenarios in terms of the 4Cs 
to be quantified. The delta in the KPIs, i.e. differences between the baseline model simulation and the closer 
running operation are of interest in this work. It is considered that the KPIs provide benefits to both the railway 
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industry stakeholders as well as being oriented towards the passengers. In further work, if passenger loading 
was considered, the KPI of carriage utilisation could be considered. Carriage utilisation offers introducing
further work, as the number of carriages could be optimised based on predicted demand.

Table 3: Key performance indicators 
Ref Title Definition 4C Considerations 
KPI 1 Increased 

route 
utilisation

Trains per hour for each 
infrastructure route section, 
compared with baseline (%)

Capacity: illustrates ability to increase capacity
Customer experience: increased number of services
Cost: suggests revenue potential

KPI 2 Avoid 
collisions

The distance between trains 
should not become zero

Customer experience
Cost

3. INVESTIGATION INTO THE CLOSER RUNNING OF AUTONOMOUS TRAINS
To initially investigate the closer running of ATs, only two trains will be considered, i.e. Train 1 (lead) and
Train 2 (following). In Figure 4, the two trains are modelled using Simulink, where the open-loop train model 
for each train is taken from Section 2.2. Both trains are modelled using the Pendolino 390 properties.

In this research, Train 1 is set-up using a feedback control system to maintain a desired velocity (based on 
train line speeds). Train 1 (upper plot) has a reference/input relating to a desired velocity, in this case 40m/s 
being applied. A Proportional Derivative (PD) controller has then been configured and tuned, with gain values 
of 1650000 and 10000, respectively, resulting in Train 1 achieving the desired velocity. 

A feedback control system has then been developed for Train 2, where the separation distance (or headway) 
denoted , between the two trains is to be investigated, i.e. to determine whether separation distance is ‘safe’. 
It is assumed that a sensor used in the feedback control system allow Train 2 to perfectly determine the 
headway to Train 1, i.e. to accurately determine the measured distance between the two trains. A Proportional, 
Integral and Derivative (PID) controller has been configured and tuned on-board the following train, where 
the error signal is formed based on the displacement from Train 1, desired separation distance and the 
displacement from Train 2. Once tuned, the PID controller gain values were determined to be 165000, 2 and 
800000000, respectively. Figure 5 illustrates the graphical outputs from the separation distance control. A 
range of separation distance values were investigated and a value of 250 meters was determined to be the 
‘limit’. It is visible from Figure 5 that a 250 meters desired separation distance results in an actual separation 
distance of 230 meters, hence further work tuning the PID is needed. It is recognised that additional complexity 
to the model needs to be added that would increase the separation distance, e.g. disturbances (weather and 
gradient changes), measurement noise and computational delays/issues. However, it has been demonstrated 
that the separation distance of trains using moving block technology can potentially be reduced significantly, 
thus increasing the network capacity whilst maintaining a ‘safe’ separation distance.

Figure 4: Train 1 (upper)  set-up with desired velocity control and and Train 2 (lower) set-up with desired 
seperation distance control



Figure 5: Train 2 desired seperation distance control set at 250m whilst Train 1 travels at 40m/s

4. CONCLUSIONS
The paper has presented a developed baseline simulation model based on a railway route between Birmingham 
and Coventry in the UK. The baseline simulation model has then been used to investigate the desired separation 
distance between two trains, with 250 meters found to be an achievable distance. Therefore, it has been 
determined that the capacity of the railway network could be significantly increased, whilst maintaining a 
constant ‘safe’ separation distance between trains. It is recognised, however, that the developed model does 
require further additional detail, e.g. disturbances (weather and gradient changes), measurement noise and 
computational delays/issues.
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Rezime: Za rešavanje problema lociranja senzora na deonici magistralnog puta korišćena je metaheuristika 
Optimizacija kolonijom pčela i to njena varijanta zasnovana na poboljšanju rešenja, BCOi. Rezultati 
dobijeni korišćenjem BCOi metaheuristike upoređeni su sa rezultatima dobijenim primenom metaheuristike 
Simuliranog kaljenja. U pogledu brzine izvršavanja algoritma BCOi je nadmašila algoritam Simuliranog 
kaljenja, dok je u uporedivom procesorskom vremenu rada BCOi postizala bolja rešenja za probleme većih 
dimenzija. Primene oba algoritma su testirane na realnim podacima studije slučaja na deonici puta E-763 u 
Republici Srbiji.

Ključne reči: Optimizacija kolonijom pčela, Simulirano kaljenje, lokacija senozora.

Abstract: The Bee Colony Optimization metaheuristic was used to solve the sensor deployment problem, and 
its variant based on solution improvement, BCOi. The results obtained using BCOi metaheuristics were
compared with the results obtained using the Simulated Annealing (SA) metaheuristics. In terms of the CPU 
time BCOi outperformed the SA algorithm, while in comparable operating time the BCOi algorithm achieved 
better solutions to larger scale problems. The applications of both algotithms were tested on real case study 
data on a section of the E-763 road in the Republic of Serbia.

Keywords: Bee Colony Optimization, Simulated Annealing, sensors locations.

1. UVOD
Problem razmatran u ovom radu je određivanje najpodobnijih lokacija senzora na deonici magistralnog puta 
za potrebe procene vremena putovanja, kao jednog od osnovnih parametara saobraćajnog toka. Broj 
instaliranih senzora utiče na tačnost dobijenih podataka. Što se više senzora postavi, podaci o proceni 
vremena putovanja će biti tačniji. Sa druge strane, potrebna sredstva koja treba uložiti za nabavku i 
održavanje instaliranih uređaja su ograničena, te je u interesu upravljača puta da uloži što manje finansijskih 
sredstava, odnosno da postavi što manji broj senzora. Ranije predloženi matematički model od strane Edara
et al. (2008) pronalazi najbolje lokacije senzora, tako da se minimizira greška u proceni vremena putovanja, 
uzimajući u obzir ograničenja raspoloživog kapitala.

Ovaj problem je već bio predmet razmatranja iste grupe autora (Jovanović et al. 2019) i  (Teodorović et 
al. 2017) te detaljan opis problema, kao i matematička formulacija neće ponovo biti prikazani u ovom radu. 
Autori su u ranijim publikacijama problem rešavali primenom metaheuristike Optimizacija kolonijom pčela, 
i to verzije koja je zasnovana na poboljšanju kompletnog rešenja, BCOi. Kako bi se rešenje dobijeno BCOi
validiralo, u ovom radu je primenjena metaheuristika Simulirano kaljenje (SA), kao jedna od poznatijih 
tehnika iz grupe metoda Računarske inteligencije.

Rad je organizovan na sledeći način. Posle uvodnih razmatranja, prikazan je ukratko pregled relevantne 
literature, zatim je dat prikaz metaheuristika BCOi i SA. Način prikupljanja podataka opisan je u četvrtom 
poglavlju. Poređenje ostvarenih rezultata dobijenih primenom dve metaheuristike prikazano je u petom
poglavlju. Zaključna razmatranja i pravci budućeg rada čine šesto, poslednje poglavlje. 

2. PREGLED LITERATURE
Bianco et al. (2006) su odredili najmanji broj senzora za brojanje saobraćaja na čvorovima mreže, kako bi se 
pratio protok na svim granama mreže. Autori su dokazali da je ovaj problem lociranja senzora NP-kompletan 
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problem. U tom smislu je potpuno opravdano korišćenje metaheurističkih algoritama za rešavanje navedenog 
problema.  

Na osnovu pregleda literature u kojima je rešavan problem lociranja senzora na mreži može se zaključiti 
da se brojni radovi bave problemom pronalaženja optimalnih lokacija senzora na transportnim mrežama. 
Autori su primenjivali različite tehnike za rešavanje ovog problema kombinatorne optimizacije. Takođe, 
može se primetiti da korišćenje metaheuristika nije široko rasprostranjeno, izuzev genetskih algoritama 
(Edara et al. 2008, Liu and Danczyk 2009, Edara et al. 2011, Kim et al. 2011) i konstruktivne varijante BCO 
(Teodorović et al. 2010). Nasuprot konstruktivnoj varijanti BCO algoritma korišćenoj u radu Teodorović et 
al. (2010), u radovima (Jovanović et al. 2019) i (Teodorović et al. 2017) predložena je varijanta BCO 
algoritma zasnovana na poboljšanju rešenja – BCOi. 

Konstruktivna varijanta BCO algoritma, kao prva predložena varijanta, primenjivana je uspešno na nizu 
problema kombinatorne optimizacije. Međutim, s povećanjem dimenzija problema, konstruktivna varijanta 
nije uspevala da ostane kompetitivna s najboljim rezultatima postignutim u literaturi (Teodorović et al. 2010; 
Davidović et al. 2011). Poslednjih godina BCOi varijanta algoritma upoređivana je sa drugim 
metaheurističkim pristupima, kao što su: Genetski algoritmi, Simulirano kaljenje, Optimizacija grupom 
čestica, Tabu pretraživanje i Pretraživanje zasnovano na promenljivoj okolini. 

3. METAHEURISTIČKI ALGORITMI KORIŠĆENI U RADU 

3.1 BCOi 
Varijanta BCO metaheuristike koja se zasniva na poboljšanju rešenja, BCOi, prvi put je korišćena u radu čiji 
su autori Davidović et al. (2011). U kasnijoj literaturi je takođe korišćena u radovima Nikolić and 
Teodorović (2013, 2014, 2015, 2019), Todorović and Petrović (2013), Nikolić et al. (2015), Jovanović et al. 
(2017), Jovanović et al. (2019). S obzirom na to da je primena BCOi metaheuristike za rešavanje problema 
lociranja senzora na transportnim mrežama detaljno objašnjena u prethodnim radovima (Jovanović et al. 
2019) i (Teodorović et al. 2017), u ovom radu će biti dat samo pseudokod ove varijante BCO.  

Algoritam BCOi započinje određivanjem početnog rešenja (koraci 1 i 2 algoritma 1) koje se, zatim, u 
koraku 3 čuva kao trenuto najbolje pronađeno. Korakom 4 otpočinje petlja za iteracije. U koracima 5 i 6 se 
pčelama dodeljuju rešenja koje će se tokom iteracije modifikovati. Let unapred je predstavljen koracima od 8 
do 11. U okviru leta unapred svaka pčela napravi NC promena svog rešenja. Kada sve pčele naprave jednu 
modifikaciju rešenja, proverava se da li je pronađeno bolje rešenje od do tada najboljeg poznatog (koraci 12 i 
13 algoritma 1). Let unazad predstavljen je koracima od 14 do 19. U okviru leta unazad se proverava 
lojalnost pčela i, ukoliko pčela nije lojalna, bira se pčela koja će se slediti (Nikolić 2015). 

 
Algoritam 1: Pseudokod BCOi algoritma (Nikolić 2015) 
BCOi procedura (ulaz B, IT, NP, NC, izlaz S) 

1: Odrediti početno rešenje. 
2: Odrediti kvalitet početnog rešenja. 
3: S ← Sačuvati početno rešenje kao najbolje. 
4: for j = 1 to IT do 
5:  for i = 1 to B do 
6:   pčela i ← Pčeli dodeliti početno rešenje. 
7:  for k = 1 to NP do 
8:   for r = 1 to NC do 
9:    for i = 1 to B do 

10:     Napraviti jednu modifikaciju rešenja pčele i. 
11:     Odrediti kvalitet rešenja pčele i. 
12:    if najbolje rešenje od svih pčela bolje od rešenja S then 
13:     S ← Sačuvati najbolje rešenje pčela kao trenutno najbolje. 
14:   Normalizovati kvalitet rešenja svih pčela. 
15:   for i = 1 to B do 
16:    Odrediti da li je pčela i lojalna. 
17:   for i = 1 to B do 
18:    if pčela i nije lojalna then 
19:     Odrediti jednu od lojalnih pčela koju će pčela i da prati. 
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3.2 Simulirano kaljenje
Metaheuristički algoritam Simuliranog kaljenja (SA) zasnovan je na analogiji s procesom kaljenja metala 
(npr. čelika) u metalurgiji. Ovaj proces podrazumeva zagrevanje metala do tečnog stanja (topljenje) i 
njegovo postepeno hlađenje (kaljenje). Postepenim, kontrolisanim hlađenjem postiže se da kristalna rešetka 
metala dostigne minimalnu energiju, što doprinosi postizanju veće čvrstoće metala. 
Metaheuristiku SA za rešavanje složenih problema kombinatorne optimizacije predložili su Kirkpatrick et al.
(1983) i Černý (1985), nezavisno jedni od drugih.

Ideja tehnike SA je istraživanje prostora rešenja u okolini trenutnog rešenja, uz izvršenje malih promena 
na slučajan način. Pritom se izračunava postignuta razlika energije ΔE između prethodnog i novog rešenja. 
Ako je postignuto bolje rešenje (ΔE<0), novo rešenje se usvaja. U suprotnom, ako je ΔE>0, postignuto lošije 
rešenje ne odbacuje se automatski, već se dozvoljavaju tzv. „skokovi energije” koji se dešavaju i u 
termodinamičkim procesima. Ove skokove opisali su Metropolis et al. (1953) koristeći Bolcmanovu 
(Boltzmann) raspodelu za izračunavanje verovatnoće ovog skoka energije (Teodorović 2007). Ovim 
dozvoljavanjem „skokova” izbegava se da rešenje ostane zarobljeno u lokalnom minimumu.

Verovatnoća P da će se povećati energija ΔE ako se sistem nalazi na temperaturi T izračunava se 
(Teodorović 2007): 

(1)

Uvodeći analogiju, pod konfiguracijom čestica kristalne rešetke podrazumeva se jedno dopustivo rešenje 
zadatka kombinatorne optimizacije, a pod energijom fizičkog sistema može se smatrati vrednost funkcije 
cilja. Promena energije ΔE onda se odnosi na promenu vrednosti funkcije cilja. Verovatnoća da će novo 
rešenje čija je funkcija cilja lošija ipak biti prihvaćeno kao novo trenutno najbolje rešenje, tada se izračunava 
kao u relaciji:

(2)

gde su f(j) i f(i) vrednosti funkcije cilja za staro i i novo j rešenje, a T kontrolni parametar koji je analogan 
temperaturi na kojoj se nalazi sistem.

Ova verovatnoća P sada se upoređuje sa generisanim slučajnim brojem R [0,1] i, ukoliko je R > P, novo 
rešenje se usvaja kao novo najbolje, dok se u suprotnom odbacuje (Teodorović 2007). Postupak snižavanja 
energije na datoj temperaturi ponavlja se sve dok se ne dostigne tzv. termalni ekvilibrijum, koji podrazumeva 
da se posle većeg broja (N(t)) slučajnih perturbacija rešenja, više ne dobija smanjenje energije. Tada se 
temperatura spušta i nastavlja traženje novog termalnog ekvilibrijuma. Snižavanje temperature obavlja se 
kao u relaciji: 

(3)

gde je T(t) nova temperatura, T(t–1) prethodna temperatura, a α parametar spuštanja temperature. 
Parametar spuštanja temperature pripada intervalu [0,1] i, ako je njegova vrednost mala, to znači da je 
spuštanje temperature brzo, što može da dovede do upadanja u lokalni minimum, što je u fizičkim sistemima 
analogno pucanju metala. Ako je parametar isuviše velik, to dovodi do suviše sporog spuštanja temperature, 
temperature su dugo vremena visoke, što dovodi do toga da se suviše često lošija rešenja prihvataju kao 
najbolja, zbog zavisnosti verovatnoće od temperature u relaciji (2).

Ceo postupak se ponavlja dok se ne zadovolji kriterijum zaustavljanja, koji može biti maksimalan broj 
iteracija, maksimalan broj ponavljanja najboljeg rešenja, ukupno vreme izvršavanja algoritma i slično.
Algoritam SA može se predstaviti pseudokodom kao u algoritmu 2.

Algoritam 2: Pseudokod algoritma Simuliranog kaljenja (Eglese 1990, Jovanović 2017)
Procedura simuliranog kaljenja
1: Postaviti inicijalno rešenje.
2: Postaviti inicijalnu temperaturu T.
3: Postaviti brojač temperature t = 0.
4: repeat
5: Postaviti brojač ponavljanja n = 0.
6: repeat
7: Generisati stanje j, u okolini prethodnog stanja i.
8: Izračunati ΔE = f(j) – f(i)
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9:   if ΔE < 0 then i = j 
10:   else if random (0,1) < exp (–ΔE / T ) then i = j 
11:  until n = N(t) 
12:  t = t+1 
13:  T = T(t) 
14: until zadovoljen kriteirijum zaustavljanja. 

4. PRIKUPLJANJE PODATAKA 
Za potrebe merenja brzina u okviru istraživanja korišćeno je test vozilo, opremljeno GPS uređajem Garmin 
GPSMAP 64s. Za merenje brzina korišćena je metoda plutajućeg vozila. Plutajuće vozilo se kroz saobraćajni 
tok kreće oponašajući druga vozila u toku. U tom smislu, vozač se trudi da pretekne jednak broj vozila onom 
broju vozila koja su njega pretekla. Vozilo se uključuje u saobraćajni tok oko 400m pre početka deonice na 
kojoj se vrši snimanje, kako bi se obezbedilo da pre započinjanja snimanja vozilo dostigne brzinu 
saobraćajnog toka. Tokom kretanja beleže se podaci o poziciji i brzini vozila svake sekunde, sve do 
završetka deonice. Snimanje je obavljano u oba smera u vremenu vršnog i vanvršnog saobraćajnog 
opterećenja. Od marta do aprila 2015. godine obavljeno je ukupno 200 vožnji, po 100 u svakom smeru. Kako 
bi se obezbedila slična preciznost GPS uređaja, snimanja su vršena tokom sunčanih dana, kako oblaci ne bi 
uticali na smanjenu preciznost rezultata merenja. Podaci korišćeni u radu prikupljeni su za potrebe izrade 
doktorske disertacije Vidas (2017).  

Podaci su prikupljani na deonici Ibarske magistrale u dužini od 3000m. Ibarska magistrala je put IB reda, 
i u referentnom sistemu puteva u Srbiji nosi broj 22. Ibarska magistrala spaja Beograd sa Čačkom, i dalje 
preko puta 23 sa Republikom Crnom Gorom, deo je evropskog puta E-763. Deonica od interesa za testiranje 
je deonica koja prolazi kroz Meljak, od skretanja za Veliku Moštanicu do skretanja za Baćevac. Deonica se 
nalazi u prigradskoj beogradskoj opštini Barajevo, i od centra Beograda udaljena je oko 20km.  

5. POREĐENJE REZULTATA OSTVARENIH PRIMENOM BCOI I SIMULIRANIM KALJENJEM  
Za potrebe poređenja rezultata koji se dobijaju rešavanjem problema lociranja senzora primenom dve 
metaheuristike BCOi i SA bilo je potrebno dovesti algoritme na uporediv nivo. Algoritmima su rešavani isti 
problemi, krenuvši od istog početnog rešenja. Rešavani su problemi lociranja od 2 do 20 senzora na 
posmatranoj deonici puta, u dva perioda: vršnom sa 38 vožnji, i vanvršnom sa 62 vožnje. 

Svi problemi su rešavani na laptop računaru sledećih karakteristika: Intel(R) Core(TM) i3-4000M, 
2.40GHz, i 4.00GB RAM memorije (Jovanović et al. 2019). 

Nakon detaljne parametarske analize, za primenu metaheuristike BCOi odabrana je kombinacija 
parametara: 15 pčela (B), 15 letova unapred (NP), jedna modifikacija rešenja (NC) u svakom letu unapred. 
Za kriterijum zaustavljanja usvojen je maksimalan broj iteracija (IT), konkretno IT = 1000. Za primenu 
metaheuristike SA izabrana je sledeća kombinacija parametara: inicijalna temperatura T = 250 stepeni, broj 
ponavljanja na jednoj temperaturi N(t) = 20000 i parametar spuštanja temperature α = 0,98. 

Ubedljivo najznačajnija razlika između ova dva algoritma jeste brzina dobijanja prihvatljivo dobrog 
rešenja. Dobijeni rezultati o utrošku vremena rada računara ukazuju na to da je algoritam BCOi veoma 
efikasan, s obzirom da je za maksimalno oko 1.8s CPU vremena pronašao rešenje najkompleksnijeg primera, 
lociranja 20 senzora u vanvršnom periodu, gde podatke sačinjava niz od 62 test vožnje. Vreme rada 
algoritma SA u analizi parametara je iznosilo 2 minuta. Kako bi i vremena rada bila uporediva, upoređivani 
su rezultati koje je postigao algoritam SA za vreme rada 0,2 minuta (12s) i 0,03 minuta (1,8s, koje je vreme 
postizao algoritam BCOi).  

U tabeli 1 i na slici 1, prikazani su rezultati uporedne analize dva algoritma. Poređene su vrednosti 
relativne kumulativne greške procene vremena putovanja po vožnji, izražene u procentima. 

Upoređujući podatke prikazane u tabeli 1 može se zaključiti da algoritam SA postiže bolje rezultate nego 
BCOi za manje dimenzije problema, za vrednosti broja lociranih senzora do 6 za vršni i do 7 za vanvrši 
period, za vreme rada računara od 12s. Za uporedivo vreme rada računara algoritam BCOi postiže bolje 
rezultate od algoritma SA, počev od 6 lociranih senzora i za vršni i za vanvršni period saobraćajnog 
opterećenja.  
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Tabela 1: Relativna kumulativna greška po vožnji za oba algoritma
Vršni period (38 vožnji) Vanvršni period (62 vožnje)

Broj 
senzora BCOi SA

0,2 min
SA

0,03 min BCOi SA
0,2 min

SA
0,03 min

2 4,88% 4,47% 4,47% 5,16% 5,12% 5,12%
3 3,77% 3,42% 3,42% 3,91% 3,52% 3,52%
4 2,90% 2,55% 2,62% 3,42% 2,90% 2,90%
5 2,77% 1,99% 2,20% 2,95% 2,61% 2,77%
6 2,08% 1,87% 2,14% 2,15% 2,36% 2,47%
7 1,49% 1,59% 1,92% 2,00% 2,19% 2,21%
8 1,49% 1,62% 1,76% 1,56% 1,89% 2,16%
9 1,61% 1,54% 1,46% 1,64% 1,80% 1,96%
10 1,28% 1,41% 1,46% 1,56% 1,72% 1,84%
11 1,04% 1,34% 1,40% 1,16% 1,67% 1,57%
12 1,11% 1,29% 1,23% 1,12% 1,59% 1,57%
13 0,89% 1,21% 1,27% 1,08% 1,43% 1,47%
14 0,84% 1,05% 1,25% 1,01% 1,35% 1,52%
15 0,74% 1,09% 1,07% 0,95% 1,29% 1,41%
16 0,62% 1,09% 1,13% 0,90% 1,34% 1,37%
17 0,85% 1,00% 1,02% 0,84% 1,10% 1,35%
18 0,64% 0,93% 0,97% 0,91% 1,20% 1,29%
19 0,60% 0,85% 0,97% 0,77% 1,16% 1,29%
20 0,52% 0,89% 0,88% 0,87% 1,15% 1,24%

(а) vršni period (b) vanvršni period
Slika 1: Poređenje BCOi i SA (relativna kumulativna greška po vožnji)

6. ZAKLJUČAK
Određivanje najpogodnijih lokacija senzora je rešavano primenom dve poznate metaheuristike i to na 
realnim podacima prikupljenim na deonici puta E-763 u Republici Srbiji. Rezultati, dobijeni korišćenjem 
BCOi metaheuristike u prethodnom radu istih autora, upoređeni su s rezultatima dobijenim korišćenjem 
metaheuristike Simuliranog kaljenja. 

Upoređujući dve metaheuristike BCOi se pokazala kompetitivnom u poređenju sa SA. U pogledu brzine 
izvršavanja algoritma, BCOi je nadmašila algoritam SA. U uporedivom vremenu rada algoritma, BCOi je 
postigla bolja rešenja za probleme većih dimenzija.

U budućem radu bilo bi interesantno sprovesti analizu osetljivosti pojedinih parametara korišćenih u 
predloženom modelu rešavanom primenom BCOi. Promena načina dobijanja početnog rešenja, variranje 
broja modifikacija rešenja, primena različitih kriterijuma zaustavljanja možda bi mogli da doprinesu boljim
dobijenim rešenjima ili njihovom bržem postizanju.
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Rezime: Tokom procesa rasformiranja reda na signalisanoj raskrsnici vozila započinju kretanje duž deonice 
u formi plotuna. U nezasićenim stanjima izvestan broj vozila će biti opslužen nakon rasformiranja reda. Ova 
vozila se i uz realizaciju većih intervala sleđenja u određenim okolnostima mogu priključiti inicijalnom 
plotunu. U radu je predložena primena logističke regresije pri utvrđivanju pripadnosti ovih vozila plotunu u 
momentu njegovog formiranja, kao metode klasifikacije podataka. Model je formiran i testiran na osnovu 
realnih podataka prikupljenih na gradskim arterijama.

Ključne reči: Plotun vozila, nezasićeni tokovi, logistička regresija.

Abstract: At signalized intersection, during queue discharge, vehicle start moving along the corridor as 
platoon. In unsaturated traffic condition, vehicle can cross stop line even after queue discharge. In some 
cases, those vehicles can be part of a platoon. This paper proposes application of logistic regression in 
vehicle membership definition for unsaturated traffic condition. Proposed model is based and tested on real 
traffic data. 

Keywords: Platoon vehicle, unsaturated traffic flow, logistic regresion.

1. UVOD
Vozila na signalisanu raskrsnicu nailaze tokom celog ciklusa pretpostavljenim konstantnim intenzitetom 
ulaznog potoka q. Tokom crvenog signalnog pojma formira se inicijalni red, koji maksimalnu dužinu dostiže 
na početku zelenog signala. Pojavom zelenog signalnog pojma, vozila u redu napuštaju raskrsnicu 
konstantnim intenzitetom izlaznog potoka s, odnosno intenzitetom zasićenog saobraćajnog toka. Tokom 
procesa rasformiranja inicijalnog reda, istovremeno se realizuje proces pridruživanja vozila na kraju reda.
Red se prazni intenzitetom koji je jednak razlici intenziteta izlaznog i ulaznog potoka (s-q). Posmatrana 
grupa vozila nakon napuštanja raskrsnice započinje kretanje duž deonice formirajući inicijalni plotun. 
Osnovna pretpostavka je da sva vozila iz reda čine inicijalni plotun. 

U nezasićenom ciklusu intenzitet pražnjenja reda i pripadajuće zeleno vreme su takvi da se red isprazni 
pre isteka zelenog vremena. U preostalom periodu zelenog vremena, na prilazu raskrsnice ne postoji red, 
tako da vozila koja se pojavljuju tokom preostalog dela zelenog vremena napuštaju raskrsnicu intenzitetom 
ulaznog potoka q (Čelar et al., 2018). Ova vozila realizuju različite intervale sleđenja koja zavise od 
intenziteta ulaznog potoka. U realnim uslovima interval sleđenja može značajno varirati. Minimalna vrednost 
odgovara vrednosti intervala sleđenja pri pražnjenju reda intenzitetom zasićenog saobraćajnog toka (ZST), 
dok je maksimalna vrednost jednaka preostalom delu zelenog signala nakon pražnjenja reda. U određenim 
situacijama, a u zavisnosti od realizovanog intervala sleđenja kao i pozicije, ova vozila se mogu priključiti 
inicijalnom plotunu. U tom slučaju konačan broj vozila u plotunu činiće vozila iz inicijalnog plotuna, kao i 
vozila koja su mu se priključila. Poznavanje broja vozila u plotunu predstavlja osnovni preduslov za 
uspostavljenje efikasnog rada svetlosnih signala duž kooridora.

Predmet istraživanja ovog rada su vozila koja se opslužuju nakon rasformiranja reda, dok je osnovni cilj 
rada formiranje modela logističke regresije za definisanje pripadnosti ovih vozila inicijalnom plotunu.

Rad je organizovan na sledeći način: nakon uvodnih razmatranja, opisan je problem utvrđivanja veličine 
plotuna koja zavisi od broja priključenih vozila, prikazani su rezultati obavljenih istraživanja, zatim je 
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predstavljena logistička regresija kao jedna od metoda klasifikacije podataka. Konačno je prikazan formiran 
model logističke regresije. 

2. OPIS PROBLEMA 
Sa aspekta upravljanja saobraćajem putem svetlosnih signala, od velikog značaja je poznavanje parametara 
plotuna vozila. Kao osnovni parametri definišu se broj i interval sleđenja vozila u plotunu. Broj vozila u 
plotunu u nezasićenim stanjima zavisiće od broja vozila u redu kao i realizovanih intervala sleđenja vozila 
koja svoj zahtev ispostavljaju nakon rasformiranja reda. 

Na tri gradske arterije su obavljena istraživanja formiranja plotuna vozila. Na osnovu obavljenih 
istraživanja poznati su naredni podaci: interval sleđenja između vozila na liniji zaustavljanja; ukupan broj 
vozila koja su prošla liniju zaustavljanja; ukupan broj vozila iz reda; tačna pozicija svakog registrovanog 
vozila na dvestotom metru od linije zaustavljanja, kao i intervali sleđenja na preseku na 200 m. (Kajalić, 
2020) 

Analizom rezultata istraživanja uočava se da značajan procenat vozila van reda (od 34% do 91% u 
zavisnosti od lokacije) realizuje interval sleđenja manji od 3s. Međutim, na osnovu dobijenih vrednosti ne 
može se apriori tvrditi da će sva ova vozila predstavljati deo plotuna, s obzirom da je za to neophodna 
realizacija kritičnog intervala sleđenja u kontinuitetu. 

Realizacija većih intervala sleđenja vozila iz ove grupacije, ne vodi direktno do zaključka da ona ne 
pripadaju plotunu, s obzirom na činjenicu da se u pojedinim slučajevima ova vozila mogu priključiti plotunu. 
Pod priključivanjem plotunu se podrazumeva realizacija neke od sledećih situacija na prvom preseku: 

 Vozilo je sustiglo plotun;  
 Vozilo je prestiglo makar jedno vozilo iz plotuna. 

Smatra se da je vozilo sustiglo plotun kada je njegovo kretanje uslovljeno kretanjem vozila iz plotuna. Po 
priručniku Highway Capacity Manual (HCM) kretanje vozila je uslovljeno kretanjem prethodnog vozila 
(vozilo iz iste saobraćajne trake) ukoliko je realizovana vrednost intervala sleđenja manja ili jednaka 3 s 
(HCM, 2010).  

Sa druge strane, nezavisno od realizovanog intervala sleđenja, smatra se da se vozilo priključilo plotunu 
ukoliko je prestiglo makar jedno vozilo iz plotuna. Verovatnoća priključivanja plotunu, pored intervala 
sleđenja, zavisiće i od pozicije posmatranog vozila u odnosu na poslednje vozilo iz inicijalnog plotuna, 
posmatrano na raskrsnici na kojoj dolazi do njegovog formiranja.  

Realizacija priključivanja vozila plotunu analizirana je na osnovu realnih podataka dobijenih 
istraživanjem. U postupku analize, za svako pojedinačno vozilo koje nije deo reda, a nakon prve realizacije 
većeg intervala sleđenja od definisane kritične vrednosti, evidentirani su naredni parametri: 

 Pozicija posmatranog vozila u odnosu na poslednje vozilo iz plotuna; 
 Interval sleđenja posmatranog vozila u odnosu na poslednje vozilo iz plotuna. 

Pod poslednjim vozilom iz plotuna smatra se poslednje vozilo sa kontinualnom realizacijom manjeg 
intervala sleđenja u odnosu na kritičan. Poslednje vozilo iz plotuna može biti i vozilo van reda.  

Na osnovu definisanih kriterijuma priključivanja plotunu, svako posmatrano vozilo grupisano je u 
zavisnosti od realizacije događaja, na sledeći način:  

 I grupa – čini je uređeni set parova (interval sleđenja, pozicija) za vozila koja se priključuju plotunu; 
 II grupa - čini je uređeni set parova (interval sleđenja, pozicija) za vozila koja se ne priključuju 

plotunu.  
Na osnovu svih dobijenih podataka, a za obe grupe vozila utvrđene su granične vrednosti intervala 

sleđenja za svaku poziciju, koje su predstavljene narednim grafikom (Slika 1) (Kajalić, 2020). 
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Slika 1: Zavisnost intervala sleđenja i pozicije vozila od realizacije priključivanja plotunu

Posmatrajući sve intervale sleđenja za posmatranu poziciju vozila, koji su manji od granične vrednosti 
prve grupe, verovatnoća realizacije istog događaja (vozilo se priključilo plotunu) jednaka je jedinici. I 
obrnuto, za sve intervale sleđenja za posmatranu poziciju vozila, koji su veći od granične vrednosti druge 
grupe, verovatnoća realizacije istog događaja (vozilo se nije priključilo plotunu) jednaka je jedinici (Slika 1).

Pozicije vozila i granične vrednosti intervala sleđenja posmatrane po ishodima daju jake veze koje su 
opisane krivim (Slika 1). Vrednosti koeficijenata determinacije se kreću od 0.91 do 0.94. Na osnovu 
formiranih krivih se može zaključiti da se sva vozila koja realizuju kombinaciju parametara koji se nalaze 
iznad gornje krive mogu tretirati kao da nisu deo plotuna, odnosno za sve kombinacije parametara koje se 
nalaze ispod donje krive, smatra se da su vozila deo plotuna. Za preostale kombinacije parametara koje se 
nalaze između dve krive moguće su realizacije oba ishoda. 

3. PRIMENA METODE KLASIFIKACIJE PODATAKA PRI UTVRĐIVANJU PRIPADNOSTI
VOZILA PLOTUNU
Za donošenje odluke da li vozilo pripada plotunu neophodno je primeniti neku od metoda klasifikacije 
podataka. Metode klasifikacije podataka se primenjuju za uspostavljanje veze između nezavisnih i zavisnih 
promenljivih u situacijama kada izlazna zavisna promenljiva nije numerička vrednost, odnosno predstavljena 
je kao kvalitativna promenljiva, što je ovde slučaj. (James et al., 2013) U radu je primenjena logistička 
regresija. 

Metod logističke regresije proračunava verovatnoću da će za kombinaciju poznatih ulaznih podataka, doći 
do realizacije određenog događaja.

Ukoliko je X nezavisna slučajna promenljiva na osnovu koje treba predvideti Y, pri čemu Y može da ima 
samo dve vrednosti, Y = {0, 1}, u pitanju je binarna logistička regresija.

(1)

pri čemu q predstavlja definisanu fiksnu vrednost koja je najčešće 0.5, ali može uzeti i drugu vrednost.
Kako bi izvršili predikciju pozitivnog ishoda (y=1) primenjuje se logistička funkcija koja ima sledeći 

oblik (James et al., 2013):

(2)

Nezavisne promenljive su definisane kao x1, x2, …, xk, pri čemu k predstavlja broj posmatranih 
promenljivih u modelu, βj predstavljaju koeficijente, pri čemu se j kreće od 0 do k.

Verovatnoća ishoda y=0, dobija se kao:

(3)

Daljom manipulacijom formula (2) i (3) dobija se (James et al., 2013):

(4)
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 (5) 

Leva strana formule (5) naziva se logit i zavisi od linearne veze između koeficijenata βj i vrednosti 
nezavisnih promenljivih. Koeficijenti βj su nepoznati, i moraju biti procenjeni na osnovu dostupnog seta 
podataka koji se koristi za treniranje modela. Ovo ujedno predstavlja prvu fazu u formiranju modela 
logističke regresije. 

Matematička formulacija koja se koristi u proceduri utvrđivanja vrednosti koeficijenata βj, naziva se 
funkcija verodostojnosti i ima oblik (James et al., 2013):  

 (6) 

Prikazana formula se definiše kao kriterijumska funkcija koja predstavlja sumu verodostojnosti za svaki 
pojedinačni ulazni set podataka. Maksimiziranjem kriterijumske funkcije težimo da odredimo vrednosti 
koeficijenata βj, tako da na osnovu proračuna verovatnoće (2) dobijemo tačan ishod za što veći broj ulaznih 
podataka. Ovo se najčešće radi Newton-ovim iterativnim postupkom. Definisanje vrednosti koeficijenata 
nam omogućava da formiramo model što ujedno predstavlja drugu fazu u procesu formiranja modela 
logističke regresije. Formiranim modelom logističke regresije, sa utvrđenim vrednostima koeficijenata βj, 
kao izlazni rezultat dobijamo verovatnoću realizacije pozitivnog ishoda, na osnovu koje se dalje vrši 
klasifikacija promenljive. Pozitivan ishod podrazumeva da je Y=1, odnosno vozilo pripada plotunu, dok se 
za Y=0 smatra da vozilo ne pripada plotunu. Svaki novi podatak se na osnovu formiranog modela klasifikuje 
u klasu koja je za njega verovatnija. 

Poslednja, treća faza podrazumeva testiranje modela koje se vrši nad poznatim skupom 
zavisno/nezavisnih promenljivih, nad kojima nije vršeno treniranje modela. 

4. FORMIRANJE MODELA LOGISTIČKE REGRESIJE  
Kao što je u prethodnom delu tekstu objašnjeno, procedura formiranja modela logističke regresije sastoji se 
od nekoliko faza: 

 treniranje modela  
 formiranje modela za utvrđene jedinstvene vrednosti koeficijenata βj,  
 testiranje modela  

Primenom MatLab-a, treniranje modela se obavljalo kroz više iteracija, pri čemu se kroz svaku iteraciju 
slučajnim odabirom formira skup podataka nad kojim se vrši treniranje modela. Broj iteracija zavisi od 
veličine uzorka.  

Nakon utvrđivanja vrednosti koeficijenata, vrši se testiranje formiranog modela nad preostalim skupom 
poznatih vrednosti zavisno/nezavisnih promenljivih i vrši se ocena preciznosti modela, kao i brzina primene 
modela koja se ogleda u broju opservacija u jedinici vremena.  

U konkretnom slučaju skup podataka koji je služio za formiranje modela, činili su podaci sa tri gradske 
arterije (Kajalić, 2020). Podaci su obuhvatali informacije vezane za poziciju svakog vozila i interval sleđenja 
u odnosu na poslednje vozilo iz plotuna, kao i konačan ishod po kome se vozilo priključilo ili nije priključilo 
plotunu. Poslednje vozilo iz plotuna predstavlja poslednje vozilo iz reda. Logistička regresija se primenjivala 
samo na vozila koja nisu deo reda od momenta prve realizacije intervala sleđenja većeg od definisane 
kritične vrednosti.  

Za svako posmatrano vozilo poznat je ishod događaja (vozilo se priključilo plotunu ili ne). Realizacije 
mogućih ishoda kodirane su vrednostima 1 kada se vozilo priključilo plotunu, odnosno 0 u suprotnom 
slučaju. 

Kako bi skup podataka bio formiran, bilo je neophodno odrediti vrednosti kritičnog intervala sleđenja. 
Model je testiran za tri vrednosti kritičnog intervala (3 s, 2.5 s i 2.1 s). Izbor vrednosti kritičnog intervala 
sleđenja izvršen je na osnovu pregleda literature. (Athol, 1968), (Praveen & Ashalatha, 2016), (Mashros et 
al., 2014). 

Tabela 1: Prikaz dobijenih preciznosti modela, za razičite vrednosti kritičnog intervala sleđenja th 
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U Tabeli 1 su prikazane vrednosti preciznosti  primenjenog modela u zavisnosti od usvojene veličine 
kritičnog intervala sleđenja. Promenom veličine kritičnog intervala sleđenja menja se preciznost dobijenog 
modela. Što je manji kritičan interval sleđenja, veća je preciznost modela. Potrebno je napomenuti da 
promenom kritičnog intervala sleđenja posledično dolazi do promene veličine uzorka (N), odnosno 
pooštravanjem kriterijuma, povećava se uzorak (Tabela 1). Preciznost modela zavisi od senzitivnosti i 
specifičnosti modela. Senzitivnost modela se odnosi na tačnost klasifikacije za y=1, dok specifičnost se 
odnosi na tačnost klasifikacije za y=0. 

Poređenjem dobijenih rezultata prikazanih u tabeli (Tabela 1) može se uočiti da smanjenjem kritičnog 
intervala sleđenja dolazi do povećanja preciznosti modela. Međutim, pre odabira kritičnog intervala sleđenja 
izvršena je dodatna analiza. Primenjena mera za ocenu preciznosti klasifikacije je c-statistika ili AUC (area 
under curve) koja predstavlja površinu ispod ROC (Receiver Operating Characteristic) krive. Vrednosti 
površine ispod krive se kreću u opsegu od 0.5 do 1 (Peng et al., 2002).

Tabela 2: Kvalitet razdvajanja u zavisnosti od vrednosti AUC 

Svaka tačka krive predstavlja uređeni par (senzitivnost, specifičnost) koji odgovara pojedinačnom nivou 
odlučivanja. Ocena AUC od 0.5 odgovara teorijskoj krivoj za test kod koga nema razdvajanja (identična 
raspodela rezultata dve grupe), a predstavlja liniju koja spaja uređeni par (0,0) i (1,1). Dok ocena AUC od 1 
predstavlja liniju koja je paralelna sa x-osom, dok y-osu seče u jedinici. U realnim slučajevima ROC krive se 
nalaze između ovih graničnih vrednosti, a kvalitativno gledano ona koja je bliža gornjem levom uglu ukazuje 
na test sa većom preciznošću.
Vrednosti AUC, površina ispod ROC krive, za razičite vrednosti kritičnog intervala sleđenja prikazane su u 
narednoj tabeli (Tabela 3).

Tabela 3:Vrednosti AUC, površina ispod ROC krive, za razičite vrednosti kritičnog intervala sleđenja th

Poređenjem dobijenih ROC krivih za različite vrednosti kritičnog intervala sleđenja i površine dobijene ispod 
njih za svaki od predloženih modela prikazane su u tabeli. Rezultati pokazuju prihvatljivo razdvajanje za 
vrednost kritičnog intervala sleđenja od 3s, dok se za vrednosti kritičnog intervala od 2.5 i 2.1 sekundu 
dobija odlično razdvajanje. 
Na osnovu prikazane analize rezultata primenom logističke regresije za različite vrednosti kritičnog intervala 
sleđenja, može se doći do zaključka da model sa primenjenim intervalom sleđenja od 2.1 s daje najbolje 
poklapanje sa podacima, zbog čega se usvaja kao model za utvrđivanje pripadnosti vozila plotunu.
Usvojenim modelom logističke regresije za definisanje pripadnosti vozila plotunu proračunava se 
verovatnoća realizacije pozitivnog ishoda događaja. Usvojeni model ima konačan oblik:

(7)

gde je P(x) verovatnoća realizacije pozitivnog ishoda događaja, x1 interval sleđenja posmatranog vozila u 
sekundama i x2 pozicija vozila u odnosu na poslednje vozilo iz plotuna.

5. ZAKLJUČAK
Sa aspekta upravljanja saobraćajem putem svetlosnih signala, od velikog značaja je poznavanje broja vozila 
u plotunu. U nezasićenim stanjima dolazi do realizacije većih intervala sleđenja između vozila koja svoj 
zahtrev realizuju nakon rasformiranja reda. U određenim situacijama ova vozila se mogu priključiti plotunu, 
a verovatnoća njihovog priključivanja zavisiće od realizovanog intervala sleđenja i pozicije vozila u odnosu 
na poslednje vozilo u plotunu. U radu je primenjen model logističke regresije za utvrđivanje pripadnosti 
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vozila plotunu. Na osnovu prikazane analize rezultata primenom logističke regresije za različite vrednosti 
kritičnog intervala sleđenja, može se doći do zaključka da model sa usvojenom kritičnom vrednosti od 2.1 s 
daje najbolje poklapanje sa podacima i u 83% slučajeva će izvršiti dobru procenu. 
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Rezime: U ovom radu predložena su dva modela za prognozu broja putnika na aerodromu Tivat do 2025. 
godine. Prvi model je baziran na ekstrapolaciji trenda, a drugi pripada grupi ekonometrijskih modela. 
Prepoznati su glavni faktori koji utiču na obim vazdušnog saobraćaja i putničku potražnju na turističkom 
aerodromu sa izraženom sezonalnošću u toku godine. Rezultat ekonometrijskog modela pokazuje da na 
porast broja putnika na aerodromu Tivat najveći uticaj imaju prisustvo usluge niskotarifnih avio-kompanija 
i porast broja ležajeva u turističkoj ponudi. 

Ključne reči: prognoza putničkog prometa, ekonometrijski model, Aerodrom Tivat 

Abstract: In this paper, two forecast models are proposed for assesing the air travel demand on airport Tivat 
up to 2025. First model is based on trend extrapolation, while the second one is an econemetric model. The 
main demand drivers for tourist airport with high seasonal demand are identified. The econometric results 
show that both low-cost service and number of beds have the greatest impact on passenger demand on 
airport Tivat. 

Keywords: air travel demand forecast, econometric model, Airport Tivat. 
 

1. UVOD 
Aerodrom Tivat se nalazi na crnogorskom primorju, južno od Bokokotorskog zaliva i opslužuje celo 
primorje Crne Gore. Pored Aerodroma Tivat, i aerodrom u Podgorici opslužuje u maloj meri jedan deo 
crnogorskog primorja. Izgradnjom tunela Sozina, 2005. godine, značajno je skraćeno vreme putovanja u 
drumskom saobraćaju, tako da se od aerodroma Golubovci u Podgorici do južnog dela primorja stiže znatno 
brže (za 45 minuta do Sutomora i za oko jedan sat do Bara).  

Aerodrom Tivat je turistički aerodrom sa izraženim saobraćajnim opterećenjem u periodu od juna do 
septembra meseca. U letnjoj sezoni, u periodu od četiri meseca, Aerodrom Tivat opsluži oko 75% od 
ukupnog godišnjeg broja putnika. Treba napomenuti da ovaj aerodrom beleži značajan porast u ukupnom 
broju opsluženih putnika. U 2004. godini opsluženo je 336,5 hiljada putnika, a u 2019. čak milion i 376 
hiljada putnika, što znači da je u periodu od poslednjih 15 godina, broj opsluženih putnika učetvorostručen. 
Turizam ima veliki uticaj na ukupni ekonomski razvoj Crne Gore. Sa aspekta učešća u bruto domaćem 
proizvodu (BDP), doprinos turizma raste iz godine u godinu. S obzirom na to da zvanični statistički podaci 
se oslanjaju na podatke registrovanih smeštajnih kapaciteta, udeo turizma u BDP, prema Upravi za statistiku 
Crne Gore – MONSTAT-u nije dovoljno verodostojan. Zato se u literaturi mogu pronaći procenjeni prihodi 
od turizma i procenjeno učešće u BDP Crne Gore. U Crnoj Gori, u 2019. godini ovo učešće je iznosilo 25% 
(EBRD, 2020). 

Posle 2005. godine značajno se ističe neto priliv direktnih stranih investicija na šta je uticao kako proces 
privatizacije, tako i atraktivnost crnogorskog primorja. U strukturi priliva direktnih stranih investicija 
dominiraju ulaganja u nekretnine, a znatno manje ulaganja u preduzeća. Značajan deo priliva direktnih 
stranih investicija realizovan je kroz nekretnine (posebno u 2006. i 2007. godini). Tako se u 2006. godini, od 
ukupnog priliva stranih direktnih investicija čak 52,6% odnosilo na nekretnine (Fabris i ostali, 2008). U 
periodu od 2005. do 2010. godine ruski državaljani su postali vlasnici oko 100 hiljada nekretnina. Godine 
2018. zabeležena je značajna prodaja nekretnina čiji su vlasnici Rusi, a kao kupci su počeli da se pojavljuju 
turski državljani. I pored prodaje nekretnina od strane Rusa, u 2019. godini nekretnine u Crnoj Gori su 
kupovali u znatno manjem iznosu takođe državljani Ruske Federacije, kao i državljani Republike Srbije i 
Turske. Pored nekretnina, turski državljani postaju vlasnici crnogorskih firmi, hotela, i železare u Nikšiću, a 
takođe su i otvorili svoju banku (Ziraat Bank Montenegro u Podgorici). 
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Na osnovu podataka MONSTAT-a, od ukupnog broja turista u Crnoj Gori, oko 90% odmor provodi na 
crnogorskom primorju. Turisti su smešteni u hotelima, zdravstvenim centrima, kampovima, privatnim 
sobama (registrovanim i neregistrovanim), iznajmljenim stanovima i u svojim stanovima i kućama. Prema 
podacima MONSTAT u Crnoj Gori je u 2005. godini bilo 120 hiljada registrovanih ležajeva, a studija koju je 
sproveo Međunarodni institut za turizam u Ljubljani procenila je da je ukupan broj ležajeva u toj godini bio 
300 hiljada. (Ministarstvo turizma i zaštite životne sredine, 2008). Što se tiče obima i strukture turista na 
crnogorskom primorju, u 2018. godini, najviše su zastupljeni državljani Srbije (18,6%) i Rusije (15,4%), 
zatim državljani Bosne i Hercegovine (8,8%), a onda slede turisti iz Nemačke, Francuske, Poljske, Albanije 
itd. Više od dve trećine turista letuje u individualnom smeštaju (Centralna banka Crne Gore, 2019). 

Jasno je da je najveći broj putnika na Aerodromu Tivat iz Rusije i Srbije. Važno je napomenuti da, turisti 
iz Srbije dolaze u Crnu Goru kako vazdušnim tako i drugim vidovima prevoza (autobusom, vozom i 
sopstvenim automobilom). S obzirom na veliku udaljenost Rusije od Crne Gore i veliki broj nekretnina u 
vlasništvu ruskih državljana, putnici iz Ruske Federacije koriste isključivo avionski prevoz. Zato je ubedljivo 
najveći broj putnika na aerodromu Tivat iz Rusije (oko 50% od ukupnog broja opsluženih putnika u 2019). 
Na drugom mestu su putnici iz Srbije. Od ukupnog broja putnika (1,367 miliona) na aerodromu Tivat u 
2019. godini, preko milion putnika je iz Rusije, Srbije, Ukrajine i Belorusije. 

Na Aerodromu Tivat su tokom 2018. godine saobraćaj obavljale 42 avio-kompanije, pri čemu je samo 5 
avio-kompanija obavljalo redovan saobraćaj. Imajući u vidu izraženu sezonalnost ovog aerodroma, 
očekivano je da u ukupnom prometu vazduhoplova redovan saobraćaj ima manje učešće (47%), dok je čarter 
učestvovao sa 53%. 

Aerodromi Crne Gore navode u svom izveštaju (2019) da se sa tivatskog aerodroma, u 2018. godini, 
saobraćaj obavljao ka više od 40 destinacija. Najveće učešće u broju prevezenih putnika u 2018. godini 
ostvarile su avio-kompanije Montenegro Airlines (21,28%), Air Serbia (9,03%), Aeroflot (7,25%), Globus 
(6,47%), Pobeda Airlines (6,21%), Rossiya Airlines (4,42%), Belavia (4,36%) i Easy Jet (3,95%), što je 
ukupno 63,97%. Interesanto je da je polovina navedenih avio-komanija iz Rusije (Aeroflot, Globus, Pobeda 
Airlines i Rossiya Airlines). Kada je reč o učešću u broju vazduhoplovnih operacija, iste avio-kompanije 
ostvaruju najveće učešće i to: Montenegro Airlines – 23,64%, Air Serbia – 9,39 %, Aeroflot – 6,76%, Globus 
– 3,81%, Pobeda Airlines – 3,08%, Rossiya Airlines – 2,66%, Belavia – 2,16% i EasyJet – 2,13%, što je 
ukupno 53,63%.  

U ovom radu razvijena su dva modela za prognozu broja putnika na aerodromu Tivat. Prvi se bazira na 
ekstrapolaciji trenda (metod nezavisne ocene) i ne uzima u obzir faktore koji utiču na broj putnika. Drugi 
model pripada grupi ekonometrijskih modela (kauzalni modeli), koji uzimaju u obzir faktore koji utiču na 
obim vazdušnog saobraćaja i putničku potražnju, ispituje njihovu vezu sa zavisnom promenljivom, a sve u 
cilju formiranja funkcionalne veze koja će uz ocenjene vrednosti tih faktora za period za koji se radi 
prognoza, predvideti broj putnika na aerodromu. Dva potpuna različita pristupa u prognoziranju putničke 
potražnje na aerodromu mogu da ilustruju prednosti i mane njihove primene i da ukažu na to kada je 
opravdano koristiti jedan, a kada drugi pristup. 
 

2. PREGLED LITERATURE 
U literaturi se mogu naći radovi koji se bave modeliranjem putničke potražnje kao i prognozom broja 
putnika na aerodromu i šire (region, država). U ovom radu glavni akcenat je na kauzalnom metodu koji 
pretpostavlja da postoje uzroci i efekti veze između ulaznih i izlazne promenljive u modelu. Ovim modelima 
se pronalaze ulazne promenljive koje opisuju pokretače razvoja turizma i uopšte ekonomije u cilju 
određivanja njihove veze se izlazom iz sistema, što je u ovom slučaju godišnji broj putnika na aerodromu. U 
radu Plakandaras i ostalih (2019) je dat detaljan pregled korišćenih ulaznih promenljivih u različitim 
modelima predviđanja putničke potražnje u saobraćaju i transportu, a koji se mogu svrstati u socio-
ekonomske karakteristike (bruto domaći proizvod, direktne strane investicije, cena goriva, devizni kurs, 
demografske karakteristike, karakteristike putnika – turista, itd.) kao i karakteristike ponude opslužnog 
područja. Profillidis (2000) se u svom radu bavio prognozom broja međunarodnih putnika na aerodromu 
Rodos, u Grčkoj, koja je bazirana na fazi linearnoj regresiji, uzimajući u obzir devizni kurs grčke valute i 
valuta država iz kojih dolaze strani turisti. Carmona-Benitez i ostali (2017) su primenili dinamički 
ekonometrijski model za ocenu putničke potražnje u vazdušnom saobraćaju na primeru 30 država u Meksiku. 
Korišćeni su indikator ekonomske aktivnosti, indikator aktivnog dela stanovništva, indeks potrošačkih cena 
(National Consumer Price Index), ukupan broj letova, zauzetost kapaciteta hotela i devizna zarada od 
međunarodnih dolazaka. Abed i ostali (2001) su ocenili broj putnika u međunarodnom vazdušnom 
saobraćaju u Saudijskoj Arabiji, na osnovu 16 ulaza, pri čemu su se kao najuticajnije izdvojile ukupna 
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potrošnja i broj stanovnika. Hakim i Merkert (2017) su razmatrali putničku potražnju u vazdušnom 
saobraćaju u državama južne Azije. Rezultati ukazuju na to da prihodi po glavi stanovnika, direktne strane 
investicije, frekvencija letenja i cena mlaznog goriva imaju vitalnu ulogu u određivanju putničke potražnje u 
vazdušnom saobraćaju u posmatranim zemljama sa niskim prihodima. U studiji koju je radio Saobraćajni 
fakultet 1982. godine za Aerodrom Tivat, procenjen je obim saobraćaja u 1985. i 1990. godini (Kalić, 2012). 
Utvrđena je funkcionalna veza između broja ležajeva i ukupnog međunarodnog putničkog prometa na 
aerodromu Tivat pri čemu je korišćena jednostruka linearna regresija.

3. PODACI
Podaci korišćeni za izradu ovog rada su prikupljeni iz različitih izvora. Podaci o putničkom prometu sa 
Aerodroma Tivat i podaci koji se odnose na smeštajne kapacitete u Crnoj Gori su preuzeti sa sajta Uprave za 
statistiku Crne Gore – MONSTAT, dok su ekonomski pokazatelji preuzeti sa sajta Svetske banke. Podaci su 
prikupljeni za period od 2007-2019. godine (tabela 1). 

Tabela 1: Ulazni podaci
Godina BDPCG (US$) LCC FDI (US$) Broj ležajeva (L) Broj putnika (Pax)
2007 3 680 710 375 0 778 132 752 139 529 574 011
2008 4 545 674 528 0 864 994 188 151 066 570 636
2009 4 159 328 980 0 1 504 474 111 167 394 532 148
2010 4 139 192 053 0 731 120 046 160 063 541 850
2011 4 538 199 889 0 538 667 587 139 062 647 193
2012 4 087 725 813 0 590 272 082 150 851 725 392
2013 4 464 261 816 0 428 808 173 150 097 868 250
2014 4 587 928 884 0 469 111 632 152 244 910 534
2015 4 052 913 386 0 687 462 796 156 031 895 004
2016 4 374 128 319 1 411 575 994 158 192 982 559
2017 4 844 592 067 1 549 592 541 157 048 1 129 720
2018 5 504 166 667 1 379 074 548 160 910 1 244 592
2019 5 494 736 901 1 386 626 598 170 000* 1 367 282

*Procenjena vrednost

Broj putnika na Aerodromu Tivat beleži konstantan rast u periodu od 2007-2019. godine, pri čemu se broj 
putnika povećao sa oko 570 hiljada u 2007. na preko 1,3 milion u 2019. godini, tabela 1. Manji pad broja 
putnika desio se 2010. godine, kao posedica svetske ekonomske krize. U 2017. godini aerodrom Tivat je 
dostigao broj od milion putnika u jednoj godini, prvi put u istoriji postojanja. Imajući u vidu da je Tivat 
prevashodno aerodrom koji koriste turisti ovo povećanje prometa u poslednjih 12 godina svakako je imalo 
direktnog i indirektnog uticaja i na nacionalnu ekonomiju. U posmatranom periodu može se primetiti i porast 
bruto domaćeg proizvoda Crne Gore (BDPCG), koji je važan zbog jačanja ekonomije Crne Gore i porasta 
kupovne moći njenih građana koji takođe tokom godine koriste usluge na aerodromu Tivat. Postojanje 
ponude niskotarifnih avio-kompanija na aerodromu Tivat opisuje se vrednošću LCC koja je jednaka 1 ako 
niskotarifne avio-kompanije obavljaju saobraćaj na aerodromu, dok je u ostalim slučajevima jednaka 0.

Direktne strane investicije (foreign direct investment – FDI) imaju veoma važnu ulogu u globalnoj 
ekonomiji i imaju ogroman uticaj na domaću ekonomiju, a posebno na razvoj turizma jedne zemlje. Zbog 
tesne veze između FDI i razvoja turizma ovaj parametar ukazuje i na međunarodni aspekt razvoja turističke 
industrije, a samim tim je dobar pokazatelj i razvoja međunarodnog aerodroma. Tokom posmatranog perioda 
došlo je do značajnog priliva direktnih stranih investicija u Crnu Goru, što je važan generator ekonomskog 
rasta. Najatraktivniji sektori za strane investitore bili su turizam (oko trećine ukupnog priliva FDI odnosi se 
na ovaj sektor), bankarstvo, telekomunikacije i energetski sektor (Fabris i ostali, 2008). U posmatranom 
periodu (tabela 1), prosečan priliv FDI iznosio je 640 miliona evra.

Porast broja putnika na aerodromu Tivat, koje u najvećoj meri čine turisti, morao je biti ispraćen i 
odgovarajućim porastom smeštajnog kapaciteta. Broj ležajeva dat u tabeli 1 uključuje sve ležajeve koji su 
ponuđeni u kolektivnom i individualnom smeštaju. Može se primetiti da do 2009. godine broj raspoloživih 
smeštajnih jedinica raste. Od 2009. do 2011. godine zabeležen je određeni pad raspoloživih smeštajnih 
kapaciteta na primorju Crne Gore, da bi se nakon tog perioda broj ležajeva u smeštajnim kapacitetima 
konstantno uvećavao do 2018. Imajući u vidu da broj ležajeva u kolektivnom smeštaju (hoteli i slično) stalno 
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raste, došlo se do zaključka da je individualni, odnosno privatni smeštaj uzrok pada ponuđenog smeštajnog 
kapaciteta. Uvidom u dostupne podatke i zvanična obaveštenja, kao i analizom broja turista u posmatranom 
periodu, može se pretpostaviti da stvarni broj ležajeva u periodu između 2009. i 2011. nije smanjen, već se 
smanjio broj zvanično prijavljenih ležajeva. 

 

4. METODOLOGIJA I REZULTATI PROGNOZE 
Na osnovu podataka za period 2007-2018. godine, prikazanih u prethodnom poglavlju , urađena je prognoza 
ukupnog putničkog prometa do 2025. godine ekstrapolacijom trenda. Prognoza je urađena pomoću Excel 
Forecast Sheet alata, koja omogućava prepoznavanje sezonalnosti u korišćenim podacima i prilikom izrade 
same prognoze detektovana sezonalnost je uzeta u obzir. Prognozirani trend ukupnog putničkog prometa do 
2025. godine na aerodromu Tivat prikazan je na slici 1 zajedno sa gornjom i donjom granicom poverenja 
zasnovanom na nivou tačnosti od 95%. Prognozirani podaci pokazuju da se na aerodromu Tivat do 2025. 
godine očekuje porast putnika koji će premašiti 1,5 miliona godišnje, kao i da je minimalna očekivana 
vrednost 1,2 milona putnika, dok je maksimalna očekivana vrednost oko 1,9 miliona putnika. Imajući u vidu 
postojeću situaciju u vezi sa pandemijom koronavisrusa, nije nerealno očekivati brz oporavak turizma i 
vazdušnog saobraćaja, kao i dostizanje prognoziranog broja putnika u 2025. godini. 

 

 
Slika 1. Broj putnika na aerodromu Tivat i prognoza broja putnika do 2025. godinu 

 
Osim ekstrapolacije trenda ukupnog putničkog prometa do 2025. godine na aerodromu Tivat, predložen je 

i regresioni model za prognozu pomenute promenljive. Velika prednost korišćenja regresionog modela u 
prognozi je to što omogućava prepoznavanje važnih faktora koji imaju uticaja na posmatranu promenljivu, u 
ovom slučaju godišnji broj putnika na aerodromu Tivat. Zbog uočene veze između promene broja putnika na 
aerodromu Tivat i više nezavisnih promenljivih, u ovom radu predložen je model baziran na višestrukoj 
regresiji. Izabrane nezavisne promenljive su BDPCG, FDICG, broj ležajeva na primorju Crne Gore (L) i 
pomoćna varijabla LCC. Pomoćna varijabla LCC reflektuje postojanje ponude niskotarifnih aviokompanija 
na aerodromu Tivat i tada ima vrednost 1, dok u ostalim slučajevima uzima vrednost 0 (tabela 1). Ova 
promenljiva je uvedena kako bi se uzeo u obzir i uticaj ponude niskotarifnih aviokompanija na porast broja 
putnika na aerodromu Tivat u posmatranom periodu. 

Za kalibraciju regresionog modela korišćeni su podaci za period 2007-2018. godine. Imajući u vidu 
činjenicu da se smeštajni kapaciteti prodaju pre sezone, a da se raspoloživi podaci odnose na sezonu, pri 
modeliranju su za posmatranu godinu uzeti podaci o broju ležajeva za narednu godinu (npr. uz podatke iz 
2010. godine koji se odnose na BDPCG, LCC i FDICG razmatrani su podaci o broju ležajeva iz 2011. godine). 
Nakon određivanja koeficijenata dobijena je negativna vrednost koeficijenta uz promenljivu FDICG. Ovakva 
vrednost koeficijenta ukazuje na to da povećanje stranih direktnih investicija utiče na smanjenje broja 
putnika na aerodromu, što nije u skladu sa realnom situacijom. Kako bi se ovaj nedostatak modela 
prevazišao, umesto FDICG su korišćene kumulativne vrednosti – FDIkum. Kalibracijom modela dobijena je 
regresiona jednačina (1) za procenu ukupnog broja putnika na aerodromu Tivat: 

Pax= – 543510,255+2,83·10-5∙BDPCG+116977,997∙LCC+7,04·10-5∙FDIkum+5,403∙L (1) 
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gde je Pax broj putnika na aerodromu Tivat. Sve izabrane nezavisne promljive imaju pozitivan uticaj na 
rast broja putnika na aerodromu Tivat u vršnim mesecima. 

Koeficijent višestruke korelacije je vrlo visok i iznosi R=0,95 ukazujući na vrlo jaku vezu između 
izabranih nezavisnih promeljivih i broja putnika na aerodromu Tivat. Ovo takođe potvrđuje i vrednost F koja 
iznosi F=16,52, ukazujući na statistički značajnu vezu između promenljivih (Significance F=0,001134). 
Višestruki koeficijent determinacije je takođe vrlo visok R2=0,9042, odnosno 90,42% varijabiliteta zavisne 
promenljive može se objasniti nezavisnim promenljivima. 

Koeficijent uz promenljivu FDIkum ima pozitivnu vrednost (7,04·10-5 putnika za povećanje jedne jedinice 
FDIkum pri ostalim nepromenjenim parametrima), što ukazuje da povećanje ekonomske aktivnosti dovodi do 
opšteg poboljšanja u svim industrijskim granama, a posebno u vazdušnom saobraćaju koji se u ovom radu 
analizira kroz razvoj potražnje na aerodromu Tivat. Za svaki novi ležaj imaćemo povećanje broja putnika na 
aerodromu Tivat u vršnim mesecima za 5,403, ukoliko ostali parametri ostanu nepromenjeni, dok povećanje 
BDPCG za jedan evro uzrokuje povećanje putnika od 2,83·10-5. Najveći uticaj na promenu broja putnika na 
aerodromu Tivat ima promenljiva LCC koja na godišnjem nivou utiče na povećanje od 116978 putnika ako 
su na aerodromu prisutne niskotarifne avio-kompanije. 

Kako bi se proverila valjanost kalibrisanog modela, model je testiran na podacima za 2019. godinu. 
Primenom predloženog regresionog modela dobijen je ocenjeni broj od 1,29 miliona putnika na aerodromu 
Tivat za 2019. godinu, dok je stvarni broj putnika bio 1,37 milona (apsolutna greška od 80 hiljada i relativna 
greška 6%). Kako su rezultati za 2019. godini zadovoljavajući, predloženi regresioni model je iskorišćen za 
prognozu broja putnikau 2025. godini. 

Kako be se ocenio broj putnika na aerodromu Tivat za period do 2025. godine, neophodno je oceniti 
vrednosti nezavisnih promenljivih. Prema podacima Evropske banke za obnovu i razvoj (EBRD) u 2020. 
godini se zbog pandemije izazvane koronavirusom očekuje pad BDPCG u Crnoj Gori od 8% u odnosu na 
prethodnu, 2019. godinu. Slično smanjenje je pretpostavljeno i za 2021. godinu, nakon čega bi usledio 
postepeni rast BDPCG od 3% godišnje (procena rasta je izvršena na osnovu podataka Međunarodnog 
monetarnog fonda). Kada je reč o prisustvu niskotarifnih avio-kompanija, pretpostavlja se da ih neće biti u 
ponudi tivatskog aerodroma u 2020. i 2021. godini, takođe zbog posledica uticaja pandemije koronavirusa na 
vazdušni saobraćaj. Prema preliminarnim podacima Centralne banke Crne Gore u prva tri meseca 2020. 
godine (pre početka pandemije) priliv stranih direktnih investicija bio oko 134,2 miliona evra. 
Pretpostavljeno je da će ukupan priliv do kraja 2020. godine iznositi 150 miliona evra, kao i da će za 2021. 
godinu, ta vrednost biti ista. Već nakon toga bi, prema pretpostavci autora, sledio veći porast, a zatim 
ujednačen rast do 2025. godine (tabela 2). Pretpostavke u vezi sa brojem ležajeva ponuđenih na crnogorskom 
primorju su bazirane na činjenici da postoji izvestan procenat smeštajnih kapaciteta koji nisu registrovani. 
Stoga se pretpostavlja da će se broj registrovanih smeštajnih kapaciteta tokom 2020. godine smanjiti zbog 
izraženog smanjenja turista na teritoriji Crne Gore, nakon čega sledi postepeni porast do 2025. godine. 

 
Tabela 2: Ocenjene vrednosti nezavisnih promenljivih i broja putnika na aerodromu Tivat 
Godina BDPCG (US$) LCC FDI (US$) Broj ležajeva (L) Broj putnika (Pax) 
2020 5 055 157 949 0 150 000 000 100 000 736 117 
2021 4 500 000 000 0 150 000 000 140 000 947 102 
2022 4 635 000 000 1 300 000 000 160 000 1 197 081 
2023 4 774 050 000 1 350 000 000 170 000 1 279 687 
2024 4 917 271 500 1 400 000 000 180 000 1 365 932 
2025 5 064 789 645 1 450 000 000 190 000 1 455 819 

 
Na osnovu ocenjenih vrednosti za izabrane nezavisne promenljive regresionog modela, ocenjen je broj 

putnika na aerodromu Tivat za period do 2025. godine (tabela 2). Može se primetiti da se prognozirane 
vrednosti broja putnika dobijene primenom ekstrapolacije trenda i primenom modela zasnovanog na 
višestrukoj regresiji ne razlikuju značajno. 

 

5. ZAKLJUČAK 
U ovom radu su predložena dva modela za prognozu broja putnika na aerodromu Tivat do 2025. godine, pri 
čemu se prvi bazira na ekstrapolaciji trenda, a drugi pripada grupi ekonometrijskih modela. Osnovna 
pretpostavka u ekonometrijskom modelu je da na obim vazdušnog saobraćaja i putničku potražnju na 
aerodromu Tivat utiču bruto domaći proizvod, direktne strane investicije, postojanje usluge niskotarifnih 
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avio-kompanija i broj ležajeva. Dobijene vrednosti broja putnika na aerodromu Tivat do 2025. godine imaju 
zadovoljavajuću tačnost. Na osnovu statističkih rezultata može se zaključiti da na porast broja putnika na 
aerodromu Tivat najveći uticaj imaju prisustvo usluge niskotarifnih avio-kompanija i porast broja ležajeva u 
turističkoj ponudi. Na osnovu dobijenih rezultata o porastu broja putnika na posmatranom aerodromu, 
moguće je planirati budući razvoj vazdušnog saobraćaja, pre svega planiranje budućeg kapaciteta potrebnog 
da se opluži dodatno povećanje putnika, kako sa apekta avio-kompanija, tako i sa aspekta samog aerodroma. 

Rezultati prikazani u ovom radu doprinose novom sagledavanju faktora koji utiču na razvoj vazdušnog 
saobraćaja na aerodromu Tivat koji su u skladu sa novim trendovima (pojava niskotarifnih avio-kompanija, 
promena ponašanja turista u odnosu na dužinu boravka i način dolaska do primorja, dolazak državljana 
Ruske Federacije u velikom broju, i tome slično), a pojavili su se nakon prethodnih istraživanja. 

S obzirom na to da se radi o srednjoročnoj prognozi u ovom slučaju je pokazano da su rezultati oba 
modela slični za 2025. godinu. Međutim, ekstrapolacija trenda je metod koji se koristi u slučaju stabilne 
situacije na tržištu i za prognoze koje se odnose na kratak i srednji rok. Može se uočiti da postoje veća 
odstupanja za period od 2020. do 2023. godine u odnosu na predloženi kauzalni model. Kada su u pitanju 
kauzalni modeli, oni se mogu koristiti za prognoze i u situacijama kada dolazi do izvesnih poremećaja na 
tržištu jer uzimaju u obzir faktore koji utiču na putničku potražnju, ali zahtevaju znatno više podataka u 
poređenju sa ekstrapolacijom trenda. Prema tome, razvijanje kauzalnog modela je veoma zahtevno zato što 
se moraju obezbediti kvalitetni i tačni podaci kako bi se na najbolji mogući način izvršila kalibracija modela. 
Pored toga, prognoza koja se dobija primenom kauzalnog modela se bazira i na prognozi vrednosti ulaznih 
promenljivih što ukazuje na složenost modeliranja u ovom drugom pristupu. 
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Abstract: Among many drivers of digital media penetration, online video streaming services could be 
considered as one of the most important. This is especially relevant for younger members of society. Thus, 
the attitudes of the „Generation Z“ towards the adoption of online video streaming services in Serbia by 
means of questionnaire and applying the TOPSIS method were examined. The results show that Generation 
Z will rather adopt the online video streaming service than cable TV. Although the difference between 
obtained values of relative closeness to the ideal solution indicates that there are no large differences in 
attitudes toward each of the proposed alternatives. Therefore, it is important to broaden the offer with 
additional products, whether through cable television or online streaming to meet consumer needs, wants, 
and preferences. Furthermore, some improvements of the questionnaire were proposed.

Keywords: adoption, attitudes, TOPSIS, online video streaming, cable TV

1. INTRODUCTION
The rapid growth of the smart technology and digital media penetration in everyday life could be qualified as 
one of the most important trends at the end of the second decade of the 21st century. Among many drivers of 
digital media penetration, online video streaming services could be considered as one of the most important. 
According to Wescott (2020), the growth of video streaming content consumption will continue to expand. 
This results that content offered by innovative services like Netflix, Amazon Prime Video, HBO Max, 
YouTube or Hulu, will continue to broaden the gap between video streaming and traditional TV usage. This 
is especially obvious among younger members of society. Considering different points of interest within the 
scope of the telecommunications market, adoption of innovative services could be considered at the two 
different levels. The first one is at the level of consumer population where new service forecasting could be 
solved by the Bass diffusion model (Radojičić, Bakmaz, & Veličković, 2013). The second one is related to 
the individual level, where the focus is on determinants analysis of adoption behavior. 

The assessment of innovative service adoption at the individual level seems to be a challenging problem, 
since, surprisingly, in spite of the importance of the differences between consumers’ responses to 
innovations, no standardized measurements of these concepts have been presented in the available literature 
(Lee et al., 2018). After a thorough review of past studies, only one paper investigated a comprehensive set 
of life factors that influence consumer adoption behavior related to the choice between traditional service 
(i.e. cable television subscription) and innovative one (i.e. online video streaming service subscription), was 
found. Thus, this study (Lee et al., 2018) was the initial basis for researching the attitudes of the younger 
generation of users (Generation Z) towards the adoption of online video streaming services in Serbia.

The analyzed study proposes a questionnaire on attitudes related to the adoption of online streaming 
service (as one alternative) versus cable television service (as another alternative). The questionnaire 
comprises a number of items, which map onto the factors that may have an impact to the offered alternative 
adoption. The conducted analysis showed that item formulations do not clearly indicate the prevalence of 
one alternative over another, therefore the Multiple Criteria Decision Making (MCDM) approach has been 
used to explore the preference for one of the proposed alternatives. 

The impact of younger generation attitudes on the adoption of online streaming services could be 
significant, regarding the bigger picture of the internet demands growth. According to the Cisco Annual 
Internet Report (2018-2023) (Cisco Corporation, 2020) it is forecasted that the total number of Internet users 
will grow from 3.9 billion in 2018 to 5.3 billion by 2023 (Cisco Corporation, 2020). In the same period, it is 
expected that the average number of devices and connections per household and per capita will also increase, 
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along with the structure of internet demands towards the online video streaming.  According to Deloitte’s 
most recent Digital Media Trends Survey, more respondents indicated that they have at least one video 
streaming subscription (69%) than possess a traditional pay-TV subscription (65%)  (Wescott, 2020). This 
tends to have a multiplier effect on traffic volume. An Internet-enabled HD television that draws two-to-
three hours of content per day from the Internet would generate as much Internet traffic as an entire 
household today, on average (Cisco Corporation, 2020). The traffic multiplication is even bigger with the 
involvement of Ultra-High-Definition (UHD), or 4K, video streaming (Cisco Corporation, 2020). All these 
facts together reflect the trend of the huge growth of internet traffic that is one of the major challenges 
regarding the telecommunication infrastructure planning.   

The paper is organized in the following way. In introductory remarks, the overview of the problem is 
described. Further, the methodology is presented in Section 2. Numerical results obtained by the 
questionnaire and the TOPSIS method application are presented in Section 3. Discussion on the possible 
improvement of the analyzed questionnaire is presented in Section 4. Section 5 presents concluding remarks 
and future research directions, as well. 

2. METHODOLOGY 
In this study, the self-assessment tool developed by (Lee et al., 2018) has been used. The questionnaire is 

translated into Serbian language using the forward–backward procedure. The questionnaire consists of 45 
questions covering 8 factors that may have an impact to the aforementioned service adoption. The structure 
of the questionnaire comprised the following: Ease of Use (5 items); Cost (7 items); Customer Service (4 
items); Availability (4 items); Media Options (4 items); Social Trends/Technological Advances (9 items); 
Satisfaction (3 items); Additional Purchases/Bundling (4 items); and questions considering preferences 
towards Online Streaming Service as well as to Cable TV Provider Service. A small convenience sample of 
students enrolled in the undergraduate Consumer behavior course at the University of Belgrade - Faculty of 
Transport and Traffic Engineering was selected to participate in an online survey about factors affecting the 
adoption of Online Video Streaming  services. These respondents belong to the so-called “Generation Z” that 
refers to the generation born between 1997 and 2006 (Deloitte Insights, 2020). Respondents are asked to 
indicate their attitudes towards the adoption of online video streaming services, measured on seven-point, 
Likert scales ranging from 1 - “strongly disagree” to 5 – “strongly agree.  

Multi-Criteria Decision Making (MCDM) models are general models used for evaluating, ranking and 
selecting the most appropriate alternative among several alternatives  (Čičević, Mitrović, & Nešić, 2016). 
Based on an algorithmic approach, suitable to realize a dynamic selection with multiple alternatives (i.e. 
various types of devices) and attributes (features, user preferences, etc.)  (Jahan, Edwards, & Bahraminasab, 
2016), these models have the potential for improving all areas of decision-making in engineering, from 
design to manufacture, but they are especially beneficial for applications in high technology market sectors, 
where product differentiation and competitive advantage are often achieved by just very small gains in 
material performance  (Jahan, Edwards, & Bahraminasab, 2016). 

The Technique for Order Preferences by Similarity to an Ideal Solution (TOPSIS) is one of the MCDM 
methods proposed by Yoon and Hwang (1981). The TOPSIS alternative calculation algorithm includes six 
steps briefly described in (Čičević, Mitrović, & Nešić, 2016). The main idea came from the concept of the 
compromise solution to choose the best alternative nearest to the positive ideal solution (optimal solution) 
and farthest from the negative ideal solution (inferior solution) (Yoon and Hwang, 1981), (Čičević, Mitrović, 
& Nešić, 2016). Then, the next step is choice of the best sorted one, which will be the best alternative  
(Tzeng & Huang, 2011). The compromise solution can be regarded as choosing the solution with the shortest 
Euclidean distance from the ideal solution and the farthest Euclidean distance from the negative ideal 
solution  (Alguliyev, Aliguliyev, & Mahmudova, 2015).  

In this study, MCDM approach is used to determine the respondent’s preferences to one of the proposed 
alternatives: Online Video Streaming Services (A1) and Cable TV Provider Services (A2). Set of criteria, 
consist of factors that may have an impact to the adoption of one of the proposed alternatives (Lee et al., 
2018): 

 
 C1 - Ease of Use 
 C2 - Cost 
 C3 - Customer Service  
 C4 - Media Options  

 C5 - Availability 
 C6 - Social Trends/Technological Advances 
 C7 - Satisfaction 
 C8 - Additional Purchases/Bundling  

 



441

With respect to different meanings of given factors, equal weights were assigned to all criteria. It was 
noticed that the contextual logic of questions that belong to the corresponding factor could not directly 
reflect the respondent’s bias to one of the given alternatives. In order to overcome this issue, the values of the 
correlation coefficient between corresponding factors and each alternative, obtained on the basis of given 
responses, were used for TOPSIS matrix input (xij). With the proposed structure, the TOPSIS matrix was 
used in further algorithm steps, which numerical results are presented in the next section, after presenting 
descriptive statistics results of the questionnaire data.

3. NUMERICAL RESULTS
For the purpose of data analysis, first, descriptive statistics were computed. Data analysis was conducted

using Microsoft Office Excel. Cronbach’s alpha showed the questionnaire to reach respectable reliability, α =
0.85 indicating a high level of internal consistency for our scale with this specific sample.

Subscale scores are calculated by summing the scores on the relevant items and dividing that number by 
the total number of items within the subscale. In order to gain an understanding of obtained data, mean 
scores for 8 factors were calculated (Figure 1). 

Figure 1: Factors mean scores 

Factors mean scores also indicate how much a certain factor is important to respondents in terms of 
service adoption. Table 1 shows the list of factors sorted by the level of importance.  

Table 1: Identified Factor importance 
Rank Factor Mean score

1 Availability 3.239
2 Additional Purchases/Bundling 3.228
3 Media Options 3.207
4 Social Trends 3.184
5 Customer services 3.130
6 Satisfaction 3.043
7 Costs 3.022
8 Ease of use 1.957

“Online Streaming Service” and “Cable TV Provider Service” items and all subscales were correlated. 
After computation of descriptive statistics, the TOPSIS method was applied in way described in the 

previous section, so the decision matrix appears to be as follows (Table 2):
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Table 2: TOPSIS decision matrix 
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 

A1 0.205421 0.534602 0.398448 0.373733 0.521383 0.63583 0.41647 0.554145 
A2 0.561058 0.682266 0.44477 0.597843 0.304013 0.403814 0.44336 0.218239 

max/min max max max max max max max max 
Wi 5 5 5 5 5 5 5 5 

In steps 2 and 3, the weighted normalized decision matrix has been calculated (Table 3): 
 

Table 3: The weighted normalized decision matrix 
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 

A1 0.008828 0.041216 0.033233 0.024764 0.056301 0.067092 0.035642 0.064450 
A2 0.065857 0.067130 0.041410 0.063367 0.019142 0.027061 0.040394 0.009996 

max/min max max max max max max max max 
 
Through the step 4, the positive-ideal, as well as the negative-ideal solution has been calculated (Table 4): 
 

Table 4: The positive-ideal solution (A+) and the negative-ideal solution (A-) 
A+ 0.06586 0.06713 0.04141 0.06337 0.05630 0.06709 0.04039 0.06445 
A- 0.00883 0.04122 0.03323 0.02476 0.01914 0.02706 0.03564 0.01000 
 

In step 5, the ideal separation (S+), as well as negative-ideal separation (S-) has been determined, as shown 
in Table 5. 

 
Table 5: The ideal separation (S+) and the negative-ideal separation (S-): 
S1

+ 0.074185215 S1
- 0.077126134 

S2
+ 0.077126134 S2

- 0.074185215 
 
Finally, in step 6 the relative closeness (Cj) to the ideal solution were calculated and the set of alternatives 

was arranged in decreasing order of Cj (Table 6.) 
 
Table 6: The relative closeness (Cj) to the ideal solution and the rankings of the alternatives 
Rank Alternative (Cj) 

1 A1 (0.509718104) 
2 A2 (0.490281896) 

 
In this way, the applied TOPSIS method resulted in the decision to adopt online video streaming services. 

4. DISCUSSION 
The difference between obtained values of relative closeness to the ideal solution indicates that there are 

no large differences in attitudes toward each of the proposed alternatives.  
This could be explained by the differences in business models, which cable operators apply in regions 

where questionnaire was conducted, or by the time differences when studies were conducted. Particularly, 
there is one cable TV operator in Serbia that offers online streaming services along with the traditional form 
of cable TV service. This could decrease the differences in perception between pure online streaming media 
retail and “hybrid” business approach applied by the abovementioned cable operator. On the other hand, it is 
not clear if there is a similar business model in US region from where the respondents’ sample originates. 
Also, the American study dates from 2018, while Serbian study was performed in 2020.  

The differences in attitudes could also be explained by the fact that each alternative has its pros and cons. 
Although, availability of original content together with price are the most important influential factors, the 
variety of streaming options can also make it confusing  (Marvin, 2019). 

On the other side, people use media they believe will help them achieve their goals, and that since few 
media are uniquely able to fulfill all goals, people must select from functional alternatives. Therefore, it is 
important for companies to offer additional services, whether through cable television or online streaming. 



443 
 

Providing more service options gives customers more flexibility, choice, and thus, more buying power (Lee 
et al., 2018).  

Furthermore, it would be useful to expand the questionnaire with items, which cover various barriers for 
online streaming services adoption. These items should identify those service adopters not willing to pay for 
the extra expense of one or more monthly streaming subscriptions, persons not interested in the streaming 
media content, or those no need extra-time or extra-information to adopt the service. The last population is 
also recognized as “imitators”, and their adoption could be easily forecasted using the Bass diffusion model.  

Finally, in the questionnaire items, which may skew a participant’s response have to be avoided.  
 

5. CONCLUSIONS 
In this paper, attitudes of the younger generation of users (Generation Z) towards the adoption of online 

video streaming services in Serbia has been explored. To achieve this goal in time-saving manner, the 
questionnaire developed by Lee et al. (2018), as well as the TOPSIS method was employed. The factors, 
which are recognized to have influence on the adoption decision were also assessed and ranked by the power 
of influence. The results show that Generation Z in Serbia will adopt the online video streaming service 
rather than cable TV service. It was noticed that employed questionnaire could be furtherly improved in 
order to be ready to give answers to the several additional questions:  

How to efficiently cover all adoption alternatives equally considering each of the contributing factors? 
How to assess the adoption of services covered by “hybrid” business models? 
How to assess the adoption of advanced online streaming services like Ad-supported video? 

The further improvements which are led by answers on the listed questions would be possible directions for 
future research. 
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Abstract: Cloud Computing is a widely used paradigm due to its substantial resource integration and 
computing capabilities. In the cloud environment, security and pricing are important issues from both cloud 
provider and cloud customers’ perspective, directly affecting the cloud provider’s revenues and cloud 
customers’ experience. Auction-based pricing mechanisms are often suggested as a promising solution for 
revenue maximization. Appropriately set auction mechanisms provide incentives for cloud customers to bid 
truthfully, i.e. create bids that depict their real willingness to pay cloud service. This paper addresses 
various bidding strategies and various security levels provided under two auction-based pricing 
mechanisms, Uniform price auction and Generalized Second-price auction. Comparison of these security-
driven auction-based pricing mechanisms is provided based on the winning bids and cloud provider’s 
revenues. 

Keywords:  cloud virtual machines, auction, bidding, pricing, security. 

1. INTRODUCTION 
Cloud Computing dynamically organizes cloud resources into virtual machines (VM) with the required CPU, 
memory and I/O resources to provide cloud services. The dynamic organization, virtualization, and elasticity, 
as key characteristics of Cloud Computing, enable flexible management of cloud resources which can be 
provided on demand, upon cloud customers’ requests. Security is considered as a major architectural 
component of the Cloud Computing environment that affects cloud providers, cloud customers, and other 
relevant participants. Depending on the cloud component under attack, various security issues arise. VM 
based attacks often violate data protection (Mikavica & Kostić-Ljubisavljević 2020). In general, VM based 
attacks can be classified into cross VM side-channel, VM creation attacks, VM migration and rollback 
attacks and VM scheduler-based attacks (Ahmad Khan 2016). The VM side-channel attacks can extract 
cryptographic keys and other sensitive data from a VM under attack. Usually, the attacker’s VM is placed at 
the same physical machine as the target VM. Malicious code can be inserted into a VM image during the 
VM creation. Thus, a virtual image management system is needed for detection and VM recovering. During 
VM migration from one physical machine to another, VM contents may become vulnerable. Hence, the log 
execution state being maintained for implementing a rollback may become accessible. Resource stealing or 
theft-of-service may occur due to VM scheduler based-attacks. VM security significantly affects the security 
of the cloud system. Therefore, security assessment and evaluation of its impacts on the cloud service 
performances are important issues to be solved. Cloud providers seek to improve cloud service performances 
while cloud customers expect high standards in cloud service provisioning at reasonable prices. 

Pricing is another key issue in a cloud environment. In general, pricing mechanisms can be classified into 
static and dynamic. The static pricing mechanisms are widely adopted and involve fixed prices per billing 
cycle per VM. Despite their simplicity, these mechanisms do not support revenue maximization. The 
dynamic pricing mechanisms adjust prices according to the actual or forecasted dependences between the 
demand and supply. As a dynamic form of pricing, auction mechanisms provide price variation by creating 
competition among cloud customers and allocate resources to the customers that value them the most. 
Adequately set auctions can support cloud customers to bid truthfully. Selection of an appropriate bidding 
strategy is essential for customers and affects the performance metrics including costs, wait time and 
interruption rate. Lower bids can provide lower costs, but also deteriorate task completion time and 
interruptions. Therefore, bidding high is often recommended. The process of bidding in an auction is 
complex and often lacks transparency. Hence, dynamic pricing mechanisms are less accepted, despite lower 
prices compared to static pricing mechanisms. However, auctions are considered as an effective and 
promising solution to optimize the cloud provider’s revenues. Various auction-based pricing mechanisms in 
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the cloud environment are proposed including Uniform price auctions, Second-price auctions, Combinatorial 
auctions, Double auctions etc (Mikavica & Kostić-Ljubisavljević 2018). 

Majority of the proposed pricing models are focused only on the resource pricing and allocation without a 
security assessment. The main contribution of this paper is the introduction of VM security modelling in the 
process of auction-based pricing and resource allocation. Depending on the guaranteed security level, cloud 
customers choose one of the three proposed bidding strategies. Two auction-based pricing mechanisms are 
analysed, Uniform price auction and Generalized-Second price auction. The paper aims to provide a 
comprehensive analysis and comparison of these pricing mechanisms depending on traffic load and 
customers’ incentives to bid truthfully. Cloud provider’s revenues are also observed. The remainder of the 
paper is organized as follows. Modelling of VMs’ security level, bidding strategies and auction setting for 
two observed auction mechanisms are introduced in Section 2. Experimental evaluations and results are 
given in Section 3. Finally, concluding remarks are presented in Section 4. 

2. PROBLEM STATEMENT 
In the cloud system observed in this paper, access to the cloud VMs is provided in an auction-like process. 
Considering that a sufficient number of the participants in the market is needed for revenue maximization in 
long term (Mikavica & Kostić-Ljubisavljević 2018), it is assumed that the number of cloud customers, 
denoted as M, is greater than the number of the available VMs. Without loss of generality, the analysis is 
executed into N consecutive time intervals. The number of cloud customers initiating the request for task 
execution can be modelled using a Poisson distribution with the two parameters,  and  for the periods of 
high and low traffic load, respectively (Mikavica & Kostić-Ljubisavljević 2018). If the malicious attack 
occurs, a VMs’ availability depends on the applied security mechanism. To initiate a certain VM for task 
completion, the cloud customer creates a bid. Submitting a bid, cloud customer defines the value of the bid, 
i.e. the maximum price per time slot that cloud customer is willing to pay for a given VM with the 
corresponding intensity level of the applied security mechanism. Once the auction process is finished, the 
VMs are allocated to the cloud customers with winning bids. The value that cloud customer pay for VM’s 
initiation is not the value of the bid, but the value of the VM’s price. The VM’s price and the cloud 
provider’s revenue depend on the applied auction mechanism. The procedure of bidding and VMs’ allocation 
is depicted in Figure 1 and explained in detail in the following subsections. 

 

Bids submission

Resource matching

Winner determination

Allocation and pricing

Cloud customers submit bids and VM's security
level preferences

Pairwise security preferences with bids

Bids ranking
Calculation of winning bids

Uniform price auction
Generalized Second-price auction

 
Figure 1: The algorithm of security-driven auction-based pricing 

 

2.1. The VMs’ security modeling 
VM security is an inevitable vulnerability for the cloud system. Evaluation of VM security and the analysis 
of previous malicious attacks along with the security mechanisms can improve the security of cloud systems. 
In general, malicious attacks are random. The theoretical modeling approach can just describe the 
randomness depending on its characteristic of abstraction and the view of the comprehensive statistic (Xu et 
al. 2018). When the availability of VMs is threatened by malicious attacks, it may fail the cloud customers' 
requests provisioning. Furthermore, the malicious attacks may reduce the number of available VMs and 
results in the overflow failure, if there are only a few available VMs. The majority of attacks are unorganized 
and spontaneous, with random arrival rate. The probability of a malicious attack is denoted as .
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Implementation of different security mechanisms may protect the cloud system from malicious attacks. 
However, their application occupies a part of computing resources and reduces the resources that are used to 
process tasks. Also, the processing time of the tasks may be extended and overtime failure may occur. 
Therefore, the applied security mechanism affects the service performance and the availability of VMs. The 
occupation of computing resources by a security mechanism depends on the algorithm complexity or 
security level. Intensity can be used to describe the complexity of the algorithm or the security level (Xu et 
al. 2018). It is assumed there are three intensities defined for security mechanism including high, middle and 
low. The higher the intensity is, the more complex the applied algorithm and the higher the security level are.

The total number of VMs is denoted as . It is assumed that cloud resources are divided into trust zones 
(TZ), and all VMs in the same TZ apply the unitive security mechanism with the same intensity. We assume 
there are four TZs, TZ0, TZ1, TZ2, and TZ3. TZ0 has no security mechanism implemented. TZ1, TZ2 and 
TZ3 apply security mechanism of low, medium and high intensity, respectively. In each VM, only one task is 
provisioned at one time, and each task can be completed during a single time interval.

The probability that a VM is available is denoted as , and for the VMs in the TZ with high, 
medium and low-intensity security mechanism, respectively. If no security mechanism is implemented, the 
probability of VM’s availability is denoted as . According to the provided security level of VMs within the 
TZs, it applies where . The number of the available VMs in 
time interval within TZ is denoted by . If the applied security mechanism failed to 
protect VMs’ availability, it applies .

2.2. Bidding strategies and VMs’ prices
To initiate a certain VM for task completion, the cloud customer creates a bid. Submitting a bid, cloud 
customer selects an appropriate security level for the task (cloud customer determines TZ with an adequate 
intensity of the security mechanism) and defines the value of the bid (the maximum price per time slot that 
cloud customer is willing to pay for the selected VM). Set of all bidders in time interval is 
denoted as . The bid of the cloud customer in time interval for the TZ can be 
denoted as:

(1)

In (1), represents the value of the bid, i.e. the price that customer is willing to pay for VM in chosen 
TZ k with an appropriate security level. Also, cloud customers have no information on other customers’ bids.

Cloud provider allocates the available VMs to cloud customers that value them the most. Customers with 
the winning bids can initiate VMs and pay the value of the VM’s price per time interval.

Depending on the applied auction mechanism and the chosen TZ, VMs’ prices differ. Therefore, VMs’ 
prices in TZ0, TZ1, TZ2, and TZ3 in time interval , , are denoted as , , , and ,
respectively. These prices are unknown to cloud customers. However, it is assumed that VMs’ prices in the 
previous time interval, , , , and , are publicly available. The greatest VM’s price is set 
for the TZ with the highest security level (TZ3), while the lowest VM’s price is set for the TZ with no 
security mechanism implemented. Therefore, it applies < .

Based on these prices, cloud customers select bidding strategy and place a bid. In this paper, three 
possible bidding strategies are introduced, namely, task-related bidding strategy, greedy bidding strategy, 
and random bidding strategy.

2.2.1. Task-related bidding strategy
Under this bidding strategy, cloud customers submit bids for VMs in selected TZ whose values are close to 
the corresponding VMs’ prices in the previous time interval. Therefore, submitted bids in time interval i for a 
given TZ take values: 

, , , (2)

δ denotes a small variation of the VM’s price in corresponding TZ in the previous time interval. The 
probability of choosing this bidding strategy is denoted as .

2.2.2. Greedy bidding strategy
Considering that cloud customers pay the value of the VM’s price defined in the auction process, and not the 
value of their bid, customers can choose greedy bidding strategy to ensure winning in the auction process 
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and get the access to the targeted VM with the selected security level. Thus, customers place bids with 
greater values than the VM’s price for chosen TZ in the previous time interval. Those bids can be expressed 
as follows: 

, , ,      (3) 

Again, δ denotes a small variation of the VM’s price in corresponding TZ in the previous time interval. It 
is noteworthy that this bidding strategy matches the task-related bidding strategy for the tasks requiring the 
security mechanism with the highest intensity. The probability of choosing the greedy bidding strategy is 
denoted as . 

2.2.3. Random bidding strategy 
Random bidding strategy assumes that cloud customers place bids with values that are randomly selected in 
the range of VMs’ prices in the previous time interval. Since cloud customers are unaware of the bid values 
placed by other bidders, this bidding strategy might be considered as truthful. Bid values under this bidding 
strategy can be expressed as follows: 

, , ,      (4) 

Likewise previous bidding strategies, δ denotes a small variation of the VM’s price in corresponding TZ in 
the previous time interval. The probability of choosing the random bidding strategy is denoted as . It 
applies . 

2.3. Auction mechanisms 
Once bids are submitted for each TZ, the VMs’ allocation is performed based on the set of winning bids, i.e. 
each cloud customer with winning bid can initiate VM with a required security level. Cloud customers 
payoffs differ depending on the applied auction mechanism. In this paper, Uniform price auction and 
Generalized Second-price auction are analyzed to obtain cloud provider’s revenues in VMs’ provisioning 
with several security levels 

The set of winning bids for each TZ can be represented as follows:  

(5)

In (5),  represents the highest bid value for the VM in TZ  in time interval , 
 represents the second-highest bid value, etc. 

2.3.1. Uniform price auction 

If Uniform price auction is applied, each winning bidder pays the same price equal to the lowest winning bid. 
Set of the winning customers’ payoffs for TZ  in the time interval  under Uniform price 
auction can be represented as follows: 

(6) 

Since all winning bidders pay the same price, it applies . Cloud 
provider’s revenue under Uniform price auction in time interval  can be expressed as: 

,       (7) 

2.3.2. Generalized Second-price auction 

When Generalized Second-price auction is applied, the winning bidder pays the value of the next highest bid. 
Thus, set of winning customers’ payoffs for TZ  in the time interval  under Generalized 
Second-price auction can be represented as follows: 

(8) 
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Considering the rules of Generalized Second-price auction, it applies , , …, 
. Cloud provider’s revenue under this auction mechanism in time interval  can 

be expressed as: 

,       (9) 

3. PERFORMANCE EVALUATION 
To analyze the implementation of the two auction mechanisms in a cloud system with the possibility of 
malicious attacks, simulations in open source programming language Python 2.7 are performed in 50 
iterations. Period of 30 days is simulated. Each day is divided into  time intervals. Time intervals 7-
20 belong to the period of high traffic load (Mikavica & Kostić-Ljubisavljević 2018). The number of cloud 
customers that initiate requests for tasks’ execution is modelled by Poisson distribution parameter , 
and , for the periods of high and low traffic load, respectively. There are 40 VMs, segmented into 
TZs, where each TZ comprises 10 VMs. The average number of cloud customers is 80. If a malicious attack 
occurs, the assumed probabilities that the applied security mechanism will protect the VM’s availability are 

, for security mechanism with low, medium, and high intensity, 
respectively. Additionally, we assume that if a malicious attack occurs in the TZ0 (without any security 
mechanism implemented), the probability that the VM remains available is . We observed situations 
when the probability of malicious attack at a VM takes the following values . The initial 
VM’s price for the TZ0 is chosen from publicly available data for Amazon EC2 spot instance m5n.xlarge in 
EU (Frankfurt) region and Windows operating system (Amazon EC2 Spot Pricing 2020) and equals 2.256 
$/h. Assumed initial VM’s prices for low, medium, and high-security level are 2.820 $/h, 3.525 $/h, and 
4.406 $/h, respectively. 

We observe four scenarios depending on the dominant bidding strategy. Scenarios 1, 2 and 3 analyze 
setting where cloud customers predominantly choose the task-related bidding strategy 
( ), the greedy bidding strategy , and the 
random bidding strategy . The fourth scenario analyzes the setting where 
all bidding strategies are equally possible . The parameter depicting the variation of 
the VMs’ prices in the previous time interval is set as . 

Figure 2 shows the average revenue per interval of an hour duration in both low and high traffic load that 
the cloud provider achieves per VM in each TZ with the appropriate security level. A1 stands for the 
Uniform price auction, while A2 stands for the Generalized Second-price auction. L and H indicate low and 
high traffic load, respectively. The revenues slightly decrease with the greater attack probability, in all 
observed scenarios. Scenario 3 (each cloud customer defines the value of the bid randomly) assures the 
greatest revenues in both Uniform price auction and Generalized Second-price auction, regardless of network 
traffic load. Moreover, Generalized Second-price auction provides greater revenues in all observed scenarios, 
under all circumstances. 

 

 

 
Figure 2: Average cloud provider’s revenues per time interval [$/h] 
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Table 1 shows average winning bids (expressed in $) for all observed bidding strategies in the periods of 
low and high traffic load if the Uniform price auction and Generalized Second-price auction mechanisms are 
applied for pricing and resource allocation. Due to lack of space, only the case without malicious attacks is 
shown ( ). The results indicate that Generalized Second-price auction increases the values of winning 
bids on average. Therefore, Uniform price auction is more convenient from the cloud customers’ perspective. 
Furthermore, the scenario with the dominant task-related bidding strategy provides the lowest winning bids 
in most cases. Notably, the dominant greedy bidding strategy (Scenario 2) is not recommended since it 
generates greater bids and customers’ payoffs are increased. Moreover, the scenario where the majority of 
customers randomly chooses strategy (Scenario 3), is less inconvenient for customers compared to Scenario 
2. 

 
Table 1: Average winning bids [$] 

Auction Scenario low traffic load high traffic load 
TZ0 TZ1 TZ2 TZ3 TZ0 TZ1 TZ2 TZ3 

Uniform 
price 
auction 

1 1.700 2.448 2.907 3.475 2.482 2.908 3.555 4.110 
2 2.143 2.589 3.123 3.473 3.163 3.250 3.790 4.109 
3 2.210 2.513 2.852 3.098 3.225 3.287 3.669 3.930 
4 1.975 2.490 2.912 3.307 2.965 3.126 3.642 4.034 

General. 
Second-
price  
auction 

1 2.609 3.035 3.521 4.038 3.319 3.502 3.961 4.423 
2 3.102 3.300 3.744 4.036 3.802 3.837 4.183 4.422 
3 3.158 3.294 3.596 3.815 3.845 3.870 4.108 4.305 
4 2.952 3.196 3.589 3.938 3.672 3.734 4.066 4.373 

 

4. CONCLUSION 
In this paper, the application of the two auction-based mechanisms, Uniform price auction and Generalized 
Second-price auction, for pricing and allocation of cloud resources, is addressed. The intensity of the applied 
security mechanism is introduced as a relevant parameter depicting the VM security level. Initiating a 
request for access to the VM, customers choose one of the three bidding strategies. Depending on the 
dominant bidding strategy, we observe several scenarios. Average winning bids and average revenues per 
VM are analyzed. The results show that Generalized Second-price auction achieves greater revenues, 
regardless of the chosen bidding strategy and regardless of the traffic load period, while Uniform price 
auction is more convenient from cloud customers' perspective. Furthermore, task-related bidding strategy is 
shown as the most convenient since it provides the lowest winning bids in the majority of cases. Higher 
intensity of the applied security mechanism generates higher cloud provider's revenues due to greater initial 
prices. However, higher VM's security level requires more CPU occupied and increases costs for the cloud 
provider. This also affects service performances and needs comprehensive analysis, which is the subject of 
future research.  
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RASPOREĐIVANJE LUČKIH RADNIKA PRIMENOM GENETSKOG ALGORITMA
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Rezime: U ovom radu opisan je problem raspoređivanja lučkih radnika koji upravljaju transportno 
pretovarnim sredstvima na zadatke. Za rešavanje opisanog problema razvijen je Genetski algoritam.
Testiranjem je pokazano da se predložen algoritam može uspešno koristiti za rešavanje ovog problema.

Ključne reči: lučki radnici, dodeljivanje zadataka, genetski algoritam

Abstract: This paper describes the problem of scheduling of port workers who operate cargo handling 
equipment. A genetic algorithm has been developed to solve the described problem. Testing has shown that 
the proposed algorithm can be successfully used to solve this problem.

Keywords: port workers, task assignment, genetic algorithm

1. UVOD
Transportno pretovarnim (TP) sredstvima, kao što su obalne dizalice, mobilne kontejnerske dizalice, vozila 
koja se koriste za unutrašnji transport i dr., u lukama upravljaju radnici (Vukićević 2017). Iako su u lučkim 
terminalima mnoge operacije automatizovane, a broj lučkih radnika smanjen, troškovi lučkih radnika i dalje 
imaju veliko učešće (od 15%-75%) u ukupnim operativnim troškovima luka.

Zbog činjenice da u kratkom vremenu obezbeđuju rešenje blisko optimalnom, Genetski algoritmi su često 
korišćeni za rešavanje različitih optimizacionih problema sa kojima se suočavaju lučki operateri. 

U radu je opisan problem raspoređivanja lučkih radnika koji upravljaju transportno pretovarnim
sredstvima na zadatke. Za rešavanje opisanog problema razvijen je Genetski algoritam, GA. Testiranjem je 
pokazano da se predložen algoritam može uspešno koristiti za rešavanje ovog problema.

Posle uvodnih razmatranja, u drugom poglavlju prikazan je opis problema. U trećem poglavlju prikazana 
je metaheuristika GA razvijena za raspoređivanje lučkih radnika. Numerički primer i rezultati testiranja 
opisani su u četvrtom poglavlju. Zaključna razmatranja i pravci budućih istraživanja dati su u petom 
poglavlju. 

2. OPIS PROBLEMA
Operativni plan rada lučkih resursa formira se periodično za različite vremenske periode na osnovu 
dostupnih informacija. Pre pristajanja brodova, a na osnovu plana pristajanja, potrebno je izvršiti alokaciju 
raspoloživih resursa tako da se obezbedi nesmetano pružanje usluge (UNCTAD 2016). Na osnovu, ili 
istovremeno sa dodeljivanjem operativne obale brodovima vrši se i dodeljivanje obalnih dizalica, a zatim se 
formira raspored rada ostalih TP sredstava.

Na osnovu operativnog rasporeda rada TP sredstava potrebno je formirati raspored rada radnika koji će 
upravljati ovim sredstvima. Ukoliko planski period, za koji se formira raspored, podelimo na kraće 
vremenske segmente tokom kojih možemo smatrati da je raspored fiksni, onda problem raspoređivanja 
radnika možemo definisati na sledeći način: Za svaki aktivni vremenski segment svakog TP sredstva odrediti 
radnika koji će upravljati ovim sredstvom. Broj radnika luke koji rade tokom planskog perioda je ograničen i 
rezultat je dugoročnog plana rada radnika. Da bi se obezbedilo kontinuirano pružanje usluge, luka ima na 
raspolaganju radnike koje može dodatno unajmiti, što za luku predstavlja dodatni trošak.

Kim i Park (2004) su prvi opisali i matematički modelirali ovaj problem kao problem zadovoljenja 
ograničenja, a za rešavanje su predložili više heurističkih algoritama.

Ključne pretpostavke na kojima je zasnovan proučavani problem su:
Planski period je 24h.
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 Zadaci koji se dodeljuju su upravljanje TP sredstvom u određenom jednočasovnom vremenskom 
segmentu. 

 Radnik mora imati odgovarajući ili viši stepen obučenosti od onog koji je potreban za upravljanje 
dodeljenim TP sredstvom. 

 Broj radnika luke je ograničen, dok je broj radnika koje luka može da unajmi neograničen. 
 Maksimalni broj vremenskih segmenata između prvog i poslednjeg dodeljenog zadatka ograničen je 

na dmax . 
U Tabeli 1. prikazan je mogući operativni raspored za 6 radnika i 5 TP sredstava (TPS). 

Tabela 1: Primer operativnog rasporeda za 6 radnika i 5 TPS 
 JEDNOČASOVNI VREMENSKI SEGMENTI 
TPS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
1 4 4 1 1 1 1 2                  
2        2 2 2 2 2 2 5           
3             3 3 3 3 3 3 6 6 6    
4   4 4 4 4 5 5 5                
5       4 4 4 4 5 5 5            

 
Sva ograničenja pod kojima se rešava problem raspoređivanja radnika možemo podeliti na tvrda (engl. 

hard constraints) i meka (engl. soft constraints) ograničenja. Tvrda ograničenja najčešće potiču iz zakonskih 
propisa i da bi rešenje bilo prihvatljivo, izvodljivo ova ograničenja moraju biti zadovoljena. U okviru 
pretpostavki definisana su tvrda ograničenja: 

 Maksimalni broj vremenskih segmenata između prvog i poslednjeg dodeljenog zadatka ograničen je 
na dmax . 

 Radnik mora imati odgovarajući ili viši stepen obučenosti od onog koji je potreban za upravljanje 
dodeljenim TP sredstvom tpss i s k( ( ) ( )) , gde su s i( )  stepen obučenosti radnika i , a tpss k( )  
stepen obučenosti potreban za obavljanje zadatka k . 

Pored tvrdih ograničenja, lučki operateri pri raspoređivanju radnika mogu definisati brojne druge uslove 
koje bi trebalo zadovoljiti. Ovi uslovi se najčešće formulušu u vidu mekih ograničenja. Pri raspoređivanju 
radnika teži se da svi radnici budu približno jednako opterećeni tj. da im bude dodeljeno avgd  zadataka. Ovo 
ograničenje pripada grupi mekih ograničenja. 

Unajmljivanje radnika za obavljanje zadataka koji nisu dodeljeni radnicima luke, predstavlja dodatni 
trošak za luku. Tako da je u radu korišćena kriterijumska funkcija kojom se minimizira broj unajmljenih 
radnika (Vukićević 2017). Pored toga za svako odstupanje broja dodeljenih zadataka od avgd  vršeno je 
penalizovanje kriterijumske funkcije. Za svakog radnika i za svako jedinično odstupanje kriterijumskoj 
funkciji je dodavana jedinica.  

Za rešavanje opisanog problema u ovom radu predložen je GA. 
 

3. GENETSKI ALGORITAM ZA RASPOREĐIVANJE LUČKIH RADNIKA 
Genetski algoritam je algoritam pretraživanja koji simulira prirodni proces evolucije. Osnovne postavke za 
njegov razvoj dao je Holland (1975). GA započinje generisanjem početne populacije. Stvaraju se kodirane 
jedinke. Svaka jedinka predstavlja moguće rešenje. Zatim se vrši evaluacija jedinki na osnovu unapred 
zadatog kriterijuma tj. prilagođenosti (engl. fitness). Nakon generisanja početne populacije, dok se ne 
zadovolji uslov zaustavljanja izvršavaju se operatori Selekcije, Ukrštanja i Mutacije. Od prirode problema 
koji se rešava, pored prilagođenosti zavisi i način kodiranja koji će biti primenjen. 

3.1. Kodiranje jedinki  
Pre primene Genetskog algoritma potrebno je izvršiti kodiranje koje na najbolji način opisuje rešenje 
problema. Način kodiranja zavisi od problema koji se rešava i u mnogome utiče na kvalitet rešenja. 
Operativni raspored prikazan u Tabeli 1 predstavljen kao hromozom, ili jedinka prikazan je na Slici 1. 
 

 
Slika 1: Kodirano rešenje: jedinka ili hromozom 
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3.2. Generisanje početne populacije 

Za generisanje početne populacije formulisan je heuristički algoritam, opisan u nastavku: 
 
Notacija: 

i indeks radnika; 
k indeks zadatka; 
f i( ) prvi (najraniji) zadatak dodeljen radniku i ; 
l i( ) poslednji dodeljeni zadatak radniku i ; 
t k( ) vremenski segment u kom se izvršava zadatak k  

 
Algoritam za generisanje jedne jedinke početne populacije: 
Korak 1 Formiraj listu radnika tako što će na listi prvo biti radnici luke, a zatim radnici koje je 

moguće dodatno unajmiti 
Korak 2  Na slučajan način formiraj listu zadataka 
Korak 3  0i , 0k , 24 0f i l i i( ) , ( )  
Korak 4  1k k  
Korak 5  1i i , first f i t k last l i t kmin ( ), ( ) , max ( ), ( )  
Korak 6 Ako je tpss i s k( ( ) ( )) , 1last first dmax i ako radniku nije već dodeljen zadatak u 

vremenskom segmentu t k( )  dodeliti zadatak k  radniku i , u suprotnom vratiti se na Korak 
5.  

Korak 7 Ako je t k f i( ) ( )  onda je f i t k( ) ( ) , u suprotno ako je t k l i( ) ( )  onda je 
l i t k( ) ( )  

Korak 8 Ako su dodeljeni svi zadaci završiti algoritam, u suprotnom vratiti se na Korak 4. 
 

Primenom genetskih operatora selekcije, ukrštanja i mutacije stvaraju se nove generacije. 

3.3. Selekcija 

Primenom operatora selekcije vrši se izbor jedinki za stvaranje novih generacija. Selekcijom se čuvaju dobri, 
a odbacuju loši geni. Za izbor jedinki korišćena je turnirska selekcija. Na slučajan način formira se unapred 
zadati broj grupa jedinki gN . Svaka grupa ima cN  jedinki. Iz svakog skupa selektuje se po jedna jedinka 
koja ima najnižu vrednost kriterijumske funkcije. 

3.4. Ukrštanje 

Nakon izbora roditelja, na slučajan način se donosi odluka o ukrštanju. Generiše se slučajni broj čija se 
vrednost poredi sa unapred zadatom verovatnoćom ukrštanja cP . Ako je generisani broj manji vrši se 
ukrštanje, u suprotnom se stvaraju potomci koji su kopija svojih roditelja.  

U radu je primenjeno jednopoziciono ukrštanje. Za svaki par roditelja, na slučajan način određuje se 
pozicija za ukrštanje, a zatim se vrši razmena genetskog materijala nakon određene pozicije (Slika 2. i 
Slika 3.).  

 
Slika 2: Roditelji i pozicija za razmenu genetskog materijala 

 

 
Slika 3: Potomci nastali primenom jednopozicionog ukrštanja 
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3.5. Mutacija 

Mutacija predstavlja slučajnu promenu gena koja se vrši sa malom verovatnoćom (najčešće od 0,005 do 
0,01). Ukoliko je verovatnoća mutacije visoka GA se pretvara u pretragu na slučajan način, dok u suprotnom 
dolazi do preuranjene konvergencije ka lokalnom ekstremumu (Kratica 2000). Cilj mutacije je povratak 
genetskog materijala koji je kroz selekciju i ukrštanje trajno izgubljen. Na slučajan način bira se gen i 
zamenjuju mu se vrednost sa slučajno izabranom vrednošću iz opsega [1,n], gde je n  ukupni broj radnika. 
Na Slikama 4. i 5. prikazana je mutacija. 

 
Slika 4: Orginalna jedinka 

 

 
Slika 5: Jedinka nastala primenom genetskog operatora mutacije 

 
Primenom operatora ukrštanja i mutacije mogu se dobiti potomci koji predstavljaju nedopustiva rešenja. 

U cilju prevazilaženja ovog problema vrši se penalizovanje jedinki koje predstavljaju nedopustiva rešenja. 
Na ovaj način je favorizovana selekcija dopustivih rešenja. 

4. NUMERIČKI PRIMER I TESTIRANJE 
U cilju testiranja predloženog Genetskog algoritma definisani su sledeći parametri GA: veličina populacije je 
100 jedinki i ona je konstantna tokom generacija; kriterijum za zaustavljanje GA je maksimalni broj 
generacija - 1000generacijaN ; primenjena je elitistička strategija zamene generacija, u svaku sledeću 
generaciju prelazilo je 50 elitnih jedinki iz predhodne generacije; veličina turnira je 5 jedinki; verovatnoća 
ukrštanja je 0 8cP , , a verovatnoća mutacije je 0 01mP , .  

Algoritam je kodiran na programskom jeziku Matlab, a testiranje je vršeno na računaru sa Intel-ovim 
procesorom 2,2 GHz koji ima 7,6 GB radne memorije. Za operativni raspored rada 10 TP sredstava prikazan 
u Tabeli 2. primenom razvijenog GA formiran je raspored rada radnika. Vrednosti ostalih parametara su: 

8dmax ; 6avgd , a broj radnika luke je 10, sa sledećim stepenima obučenosti (3,3,3,3,3,2,2,2,1,1). 
 
Tabela 2: Operativni raspored rada 10 TPS 

JEDNOČASOVNI VREMENSKI SEGMENTI 
TPS  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

1 3 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 
2 3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
3 3 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
4 2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 
5 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 
6 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
7 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 
8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 
9 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 

10 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 
 
U Tabeli 3. prikazano je najbolje dobijeno rešenje tj. raspored rada radnika za koji je vrednost 

kriterijumske funkcije 34. Ukupan broj angažovanih radnika je 16, 10 radnika luke i 6 dodatno unajmljenih 
radnika. Rešenje je pronađeno za 9,41s. Na Slici 6. prikazana je prosečna vrednost kriterijumske funkcije u 
svakoj generaciji.  
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Tabela 3: Raspored rada radnika
JEDNOČASOVNI VREMENSKI SEGMENTI

TPS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
1 0 11 11 11 13 4 3 3 0 0 0 0 0 0 14 1 12 5 12 12 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 11 2 14 1 2 14 1 0 0 0 0 0 0 12 0 0

3 4 3 3 3 3 3 11 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 11 11 4 7 3 13 2 0 0 0 0 0 0 8 0 0 8 5 8 6

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 2 2 1 6 5 6 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 7 14 2 7 14 0 0 0 0 0 0 0 0

7 9 9 9 0 0 0 0 0 0 14 10 10 1 7 12 12 6 0 0 0 5 16 6 5

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 10 10 10 0 0 6 0 0 0 0 0

9 0 0 4 4 4 9 9 4 7 10 7 0 0 0 0 0 5 1 8 5 6 6 0 0

10 0 4 13 9 0 0 0 0 0 7 15 2 10 0 0 0 2 0 0 0 0 8 5 8

Slika 6: Prosečna i najmanja vrednost kriterijumske funkcije po generaciji

5. ZAKLJUČAK
U ovom radu detaljno je opisan Genetski algoritam za rešavanje problema raspoređivanja radnika koji 
upravljaju TP sredstvima u lukama. Predloženi algoritam testiran je na hipotetičkom numeričkom primeru. 
Preliminarno testiranje je pokazalo da se predloženi algoritam može uspešno koristiti za rešavanje problema 
raspoređivanja radnika. Opisani problem je rešavan za planski period dužine 24h. Produžavanjem planskog 
perioda, problem raspoređivanja lučkih radnika značajno se usložnjava brojnim ograničenjima koja se 
odnose na vremenski raspored radnih i neradnih perioda. Testiranje predloženog algoritma na primerima 
realnih dimenzija, kao i rešavanje problema raspoređivanja radnika za duži planski period predstavljaju 
pravce budućih istraživanja.

ZAHVALNOST
Ovaj rad je podržan od strane Ministarstva prosvete, nauke i tehnološkog razvoja Republike Srbije, kroz 
projekat TR 36002.
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METODOLOŠKI OKVIR ZA ODREĐIVANJE INDEKSA BEZBEDNOSTI AVIO-
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Rezime: Bezbednost predstavlja jedan od ključnih faktora koji se postavlja kao imperativ u komercijalnom 
vazdušnom saobraćaju. U ovom radu je dat predlog kriterijuma i odgovarajućih potkriterijuma u cilju 
određivanja indeksa bezbednosti pomoću kojeg bi mogle da se porede avio-kompanije po bezbednosti, kao i 
predlog odgovarajućeg metodološkog okvira baziranog na primeni višekriterijumskog odlučivanja.

Ključne reči: bezbednost avio-kompanija, mere bezbednosti, višekriterijumsko odlučivanje.

Abstract: Safety is one of the key issues that is set as an imperative in commercial air transport. A set of 
criteria and suitable sub-criteria are proposed in this paper in order to determine safety index which could 
enable comparison of airlines in terms of safety. Moreover, an appropriate methodological framework based 
on the application of multi-criteria decision-making is proposed as well.

Keywords: Airline safety, Safety measures, Multi-criteria decision making.

1. UVOD
Jedan od ključnih faktora koji se u komercijalnom vazdušnom saobraćaju postavlja kao imperativ, jeste 
bezbednost. Bilo da je reč o avio-kompanijama, aerodromima, kontroli letenja, proizvođačima aviona i 
odgovarajuće opreme, propisani nivo bezbednosti mora biti zadovoljen kao i odgovarajući standardi. 
Standardi mogu biti propisani na različitim nivoima (globalni, regionalni, nacionalni, kompanijski), iskazani 
kroz zakone, preporuke, propise i standarde i odnose se na sve učesnike u vazdušnom saobraćaju. Svi 
zakonski i podzakonski akti moraju biti usklađeni kako bi se obezbedilo bezbedno, sigurno, efikasno i
održivo obavljanje saobraćaja na globalnom, regionalnom i nacionalnom nivou. Međunarodne standarde 
izdaju Međunarodna organizacija za civilno vazduhoplovstvo (ICAO – International Civil Aviation 
Organization) i Međunarodno udruženje avio-kompanija (IATA – International Air Transport Association). 
Države članice u okviru ICAO razvijaju Standarde i preporučenu praksu (SARP – Standards and 
Recommended Practices) koji pokrivaju sve aspekte vazduhoplovstva, uključujući bezbednost. Sa druge 
strane IATA je razvila program revizije operativne bezbednosti (IOSA – IATA Operational Safety Audit)
koji se koristi za procenu operativnog upravljanja i sistema kontrole u avio-kompanijama. IOSA provere 
obuhvataju različite aspekte poslovanja avio-kompanija, i to: organizacija i upravljanje, letačke operacije, 
upravljanje saobraćajem (operational control/flight dispatch), održavanje, kabinske operacije, opsluga 
aviona, operacije vezane za robu, kao i obezbeđivanje (security). Kako bi se obezbedio ujednačen i visok 
nivo bezbednosti u oblasti civilnog vazduhoplovstva, formiraju se regionalne organizacije koje se bave 
usvajanjem zajedničkih bezbednosnih pravila i mera u skladu sa ICAO standardima i preporučenim 
praksama. Primer je EASA (European Union Aviation Safety Agency) – Evropska agencija za bezbednost u 
vazduhoplovstvu. Nacionalne regulatorne vlasti u svakoj državi objavljuju propise u aktima koje izdaju, pri 
čemu ti propisi moraju biti u skladu sa onima koji su propisani na regionalnom i međunarodnom nivou.

Bezbednost u avio-kompanijama se može posmatrati sa različitih aspekata, uzimajući u obzir različite 
faktore. Predmet ovog rada je razvoj metodološkog okvira za određivanje indeksa bezbednosti avio-
kompanija, koji bi u daljem radu mogao biti korišćen za poređenje avio-kompanija sa aspekta bezbednosti. 
Prema tome, cilj je definisanje odgovarajućih aspekata – mera bezbednosti koje avio-kompanija može 
kontrolisati i kojima može upravljati, a na osnovu kojih je moguće pružiti osnovu za određivanje indeksa 
bezbednosti za rangiranje avio-kompanija. U radu je predložen novi, originalni pristup baziran na metodama 
višekriterijumskog odlučivanja (VKO).



458 
 

2. PREGLED LITERATURE 
Kada se razmatra bezbednost avio-kompanija moraju se uzeti u obzir tri njena segmenta, a to su osoblje, 
oprema i procedure (Netjasov, 2015, Slika 1). Ceo sistem bezbednosti avio-kompanije mora da funkcioniše 
tako da svaki segment u svom punom obimu zadovoljava sve kriterijume bezbednosti. U nastavku je dat 
pregled relevantnih radova koji su podeljeni u dve grupe: jedna koja se bavi različitim aspektima bezbednosti 
avio-kompanija i druga u kojoj su primenjene različite metode VKO u oblasti bezbednosti avio-kompanija.  
 

 
Slika 1: Segmenti avio-kompanije po pitanju bezbednosti 

2.1. Bezbednost avio-kompanija 
Chen i Chen (2012) su se bavili procenom performansi kompanijskog SMS-a (Safety Management System) 
na osnovu mera i ocena eksperata iz oblasti vazduhoplovstva i rukovodstva avio-kompanije. Hsu i Liu 
(2012) su sproveli istraživanje vezano za bezbednost u putničkoj kabini aviona, pa su anketirali kabinsko 
osoblje i zaposlene u odeljenju za bezbednost u jednoj avio-kompaniji na Tajvanu. Korišćen je 5M model, a 
posebno su se izdvojile varijable „obuka kabinskog osoblja“ i „hardware design“ kao izuzetno važne za 
bezbednost u putničkoj kabini. Majidi i ostali (2014) su istraživali percepciju putnika po pitanju bezbednosti 
u vazdušnom saobraćaju u Iranu imajući u vidu uticaj sankcija na iranske avio-kompanije. Yi Gao i ostali 
(2015) su se bavili bezbednosnom kulturom u avio-kompaniji tako što su sproveli kvantitativno istraživanje 
sa blizu hiljadu ispitanika iz četiri različite grupe (piloti, kabinsko osoblje, inženjeri, zaposleni u zemaljskoj 
operativi avio-kompanije). Fleischer i ostali (2015) su proučavali kako putnici tumače i koriste informacije o 
bezbednosti avio-kompanija prilikom izbora leta uzimajući u obzir cenu, vreme trajanja putovanja, da li je let 
direktan ili let sa međusletanjem, avio-kompaniju koja obavlja let i rang što se tiče bezbednosti avio-
kompanije (visoko bezbedna, srednje bezbedna, nisko bezbedna). Ispitanik dobija upitnik sa jedan blokom sa 
više kombinacija letova za izbor, tako da jedan ispitanik više puta vrši izbor leta, pri čemu 50% blokova 
sadrži informacije o bezbednosti. Fleischer i ostali (2015) su zaključili da kada putnici imaju informacije o 
bezbednosti avio-kompanije ne uzimaju u obzir celokupnu gradaciju bezbednosti, već razlikuju samo visoko 
bezbednu avio-kompaniju od ostalih (srednje i nisko bezbedne). Ciu i Li (2015) su uveli pojam efikasnosti 
bezbednosti civilnog vazduhoplovstva. Oni su predložili novi koncept za ocenu performansi bezbednosti 
avio-kompanija kroz efikasnost, koja je definisana kao sposobnost da se realizuju najbolje bezbednosne i 
poslovne performanse avio-kompanije. Jeeradist i ostali (2016) su u svom radu sproveli opsežno istraživanje 
vezano za kvalitet usluge i bezbednost avio-kompanije, u kome su anketirani i putnici i zaposleni u avio-
kompaniji, kako bi se analizirala percepcija ispitanika o kvalitetu usluge i bezbednosti. Razvijen je 
integrisani model kvaliteta usluge i bezbednosti avio-kompanije baziran na SERVQUAL, Kano i TRIZ 
metodologiji, a sve u cilju poboljšanja imidža posmatrane avio-kompanije. Bogdane i ostali (2019) su razvili 
sistem upravljanja rizicima na primeru aktivnosti i zaposlenih u odeljenju tehničkog održavanja u avio-
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kompaniji. Oehling i Barry (2019) su istraživali mogućnost primene metode mašinskog učenja kako bi se iz 
velikog broja postojećih podataka o letovima generisalo novo, relevantno znanje o bezbednosti.

2.2. Primena VKO u proceni bezbednosti avio-kompanija
Kako bi se procenio nivo bezbednosti u avio-kompanijama, kao i njihovo međusobno poređenje, u 
akademskoj literaturi se koriste različiti pristupi VKO. Chang i Yeh (2004) su predložili pristup zasnovan na 
fazi višeatributnom odlučivanju kako bi odredili indeks bezbednosti avio-kompanija, koji bi dalje pomogao 
kompanijama da razumeju svoje slabosti i prednosti. Kada je reč o bezbednosti tradicionalnih avio-
kompanija, složeni odnosi se mogu otkriti primenom metoda DEMATEL (Decision making trial and 
evaluation laboratory) i ANP (Analytic Network Process), a to se može koristiti za određivanje relativnih 
težina kriterijuma (Liou i ostali, 2007). Da bi se izgradio efikasan SMS Liou i ostali (2008) su koristili fazi 
logiku i DEMATEL, dok su Hsu i ostali (2010) koristili DEMATEL i ANP za procenu kritičnih komponenti 
SMS-a. Beauchamp-Akatova i Curran (2013) su predložili pristup za modeliranje upravljanja sistemskim 
rizicima kao i model zasnovan na analitičkom hijerarhijskom procesu (AHP) za simulaciju odluka o 
uvođenju inovacija u sistem vazdušnog saobraćaja. Barak i Dahooei (2018) su razvili fazi Data envelopment 
analysis (DEA) – fazi VKO metod (koji obuhvata šest VKO metoda) kako bi procenili bezbednost i rangirali 
avio-kompanije.

Kriterijumi koji su predloženi u navedenim radovima se razlikuju. Mogu se uočiti kriterijumi koji se 
odnose na upravljanje i organizaciju, politiku i strategiju bezbednosti, kompetentnost osoblja, kao i 
odgovarajuću obuku, nadgledanje i beleženje svih bezbednosnih pitanja, safety culture, kao i drugi. Takođe 
se primećuje da se najčešće razmatraju ljudski aspekti. Safety culture i dokumentacija u vezi sa svim 
aspektima (dokumentacija o obuci osoblja, evidencija o pitanjima bezbednosti, organizacijska dokumentacija
itd.) su vrlo važni zbog činjenice da su glavni izvor podataka potrebnih za donošenje odgovarajućih odluka.
Treba napomenuti da Chang i Yeh (2004) i Liou i ostali (2007) predlažu tri ista kriterijuma koja se odnose na 
upravljanje, eksploataciju u vazdušnom saobraćaju i održavanje, pri čemu se potkriterijumi neznatno 
razlikuju. Pored navedena tri, predložen je i četvrti kriterijum. Naime, Chang i Yeh (2004) su predložili 
planiranje koje sadrži dva potkriterijuma i to prosečnu starost flote i broj tipova aviona u floti, dok su Liou i 
ostali (2007) uveli stopu nezgoda koja se izražava kao broj nezgoda koje se dogode u avio-kompaniji na sto 
hiljada poletanja. Liou i ostali (2008) su dali podelu kriterijuma koja se razlikuje u odnosu na prethodne 
radove zato što obuhvata strategiju i politiku bezbednosti avio-kompanije, zatim implementaciju, ljudski 
faktor, kao i praćenje i povratne informacije. Na ovaj način su kroz odgovarajuće potkriterijume pokriveni 
aspekti bezbednosti od strategije, regulative, odgovarajućih organa, dokumentacije, opreme, prakse, 
komunikacije, safety culture, obuke, kompetencija do istraživanja i analize različitih događaja koji utiču na 
bezbednost i upravljanja bezbednosnim rizikom. U nekim radovima su razmatrani samo kriterijumi koji se 
odnose na bezbednost (Hsu i ostali, 2010), dok se u nekim pored bezbednosti u razmatranje uzima i 
okruženje (Beauchamp-Akatova i Curran, 2013) kao i finansijski aspekti i karakteristike zaposlenih (Barak i 
Dahooei, 2018).

3. PREDLOG KRITERIJUMA
Na osnovu raspoložive literature i pokazatelja na osnovu kojih nadležne institucije vrše proveru nivoa 
bezbednosti avio-kompanija, u ovom radu se predlažu sledeće grupe kriterijuma za procenu bezbednosti 
avio-kompanija: organizacija i upravljanje, zaposleni (osoblje), održavanje aviona opreme i sistema, 
bezbednost operacija avio-kompanije (na zemlji i tokom leta) i imidž avio-kompanije po pitanju bezbednosti 
(Slika 2). U okviru svake grupe kriterijuma mogu se definisati različiti potkriterijumi koji u zavisnosti od 
vrste podataka koju zahtevaju, mogu biti kako kvalitativni, tako i kvantitativni.

Kada su u pitanju organizacija i upravljanje, svakako treba uzeti u obzir razvijenost politike i strategije 
bezbednosti avio-kompanije (postojanje i usaglašenost plana razvoja politike bezbednosti sa međunarodnim 
propisima i sertfikacija), organizacionu strukturu (da li postoje odeljenja i/ili rukovodioci nadležni za 
bezbednost), upravljanje avio-kompanijom, kao i monitoring, evaluacija i učenje koji podrazumevaju da 
avio-kompanija svakodnevno prati, beleži i analizira događaje koji mogu potencijalno ugroziti bezbednost, 
odnosno da povratne informacije o tim događajima prosledi svima kojima mogu biti od značaja da bi na 
osnovu njih reagovali i učili. Svi ovi potkriterijumi su kvalitativnog tipa i mogu se opisati rečima (politika i 
strategija bezbednosti razvijena u manjoj ili većoj meri, organizaciona struktura u manjoj ili većoj meri 
odgovara potrebama avio-kompanije, rukovodstvo upravlja avio-kompanijom na odgovarajući ili manje 
odgovarajući način, manja ili veća posvećenost praćenju i analiziranju događaja koji mogu ugroziti 
bezbednost i preduzimanje odgovarajućih mera u cilju sprečavanja njihovog ponavljanja). 
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U pogledu zaposlenih u avio-kompaniji trebalo bi svakako razmotriti obrazovanje, obučenost i 
kompetencije zaposlenih, kao i iskustvo koje može biti od izuzetne važnosti u pojedinim situacijama. Pored 
toga u ovu grupu kriterijuma svrstani su i nivo svesti o značaju aspekata bezbednosti i ponašanje u skladu sa 
tim, komunikacija i spremnost za učenje na greškama (safety culture). Takođe, radno opterećenje (količina i 
raspored radnih zadataka, rad tokom noći i promena vremenskih zona) zaposlenih u avio-kompanijama, koje 
se tokom godina uvećava, može biti uzrok zamora koji se svakako reflektuje i na bezbednost, pa je i ovaj 
aspekt problema uzet u obzir. Svi navedeni potkriterijumi mogu biti kvalitativni i/ili kvantitativni, odnosno 
mogu se opisati verbalno (na primer: obrazovanje je na odgovarajućem ili manje odgovarajućem nivou, 
obuka sprovedena u manjoj ili većoj meri u skladu sa propisima, iskustvo malo ili veliko) ili pak egzaktnim 
vrednostima (na primer: procenat zaposlenih koji ima odgovarajući stepen obrazovanja, procenat 
sprovođenja obuke u skladu sa propisima, iskustvo izraženo godinama radnog staža), u zaisnosti od 
raspoloživih podataka. 

 

Organizacija i upravljanje

Zaposleni (osoblje)

Održavanje aviona, opreme i sistema

Bezbednost operacija avio-kompanije 
(na zemlji i tokom leta)

Imidž avio-kompanije po pitanju bezbednosti

Procedure i finansijska ulaganja 

Procedure i sprovođenje politike bezbednosti 

Obuka i kompetencija zaposlenih, 
safety culture, radno opterećenje 

Procedure 

Performanse bezbednosti i istorija 
bezbednosti avio-kompanije (safety record) 

 
Slika 2: Grupe kriterijuma za procenu bezbednosti avio-kompanije 

 
Grupa kriterijuma održavanje aviona, opreme i sistema podrazumeva sve procedure koje se odnose na 

održavanje, kao i odgovarajuća finansijska ulaganja.. Iz razloga bezbednosti, služba održavanja redovno i 
periodično vrši tehničke preglede aviona i održavanje različite složenosti i trajanja, po ustaljenom planu (pre 
svakog leta, na kraju dana, po određenom vremenu koje je avion proveo u vazduhu, na svake dve godine i na 
svakih 6 do 10 godina). Oprema i sistemi takođe zahtevaju održavanje u skladu sa odgovarajućim propisima. 
Održavanje aviona, opreme i sistema može biti ocenjeno od strane zaposlenih. Starija oprema i sistemi 
zahtevaju više finansijskih sredstava za održavanje, a mogu biti nekompatibilni sa savremenim sistemima. 
Stoga su potrebna i periodična (manja ili veća) finansijska ulaganja u obnavljanje opreme i sistema. 

Operativni aspekti bezbednosti avio-kompanije (letačke operacije, upravljanje saobraćajem (operational 
control/flight dispatch), kabinske operacije, opsluga aviona, operacije vezane za robu, kao i obezbeđivanje 
(security)) su važni iz razloga što na svakodnevnom nivou omogućavaju bezbedno obavljanje saobraćaja. U 
ovom slučaju treba oceniti primenu procedura na svaki od navedenih operativnih aspekata. 

Imidž avio-kompanije po pitanju bezbednosti je još jedan od kriterijuma koje treba uzeti u obzir pri 
određivanju indeksa bezbednosti. Naime, svaki putnik percepira bezbednost subjektivno, a na osnovu njemu 
dostupnih informacija i može je oceniti kvantitativno ili kvalitativno. Takođe se može meriti na osnovu 
podataka iz Safety record-a ili podataka na osnovu javnog oglašavanja Airline ratings.com. 

4. PREDLOG METODOLOŠKOG OKVIRA 
U ovom poglavlju je predložen metodološki okvir baziran na grupnom donošenju odluka, višekriterijumskoj 
analizi i fazi logici (Slika 3) na osnovu koga će se odrediti pokazatelji (indeksi) bezbednosti avio-kompanija, 
a u budućem radu izvršiti komparativna analiza njihove bezbednosti.  

Primećeno je da, iako postoji veliki broj radova u kojima su različiti višekriterijumski pristupi primenjeni 
na rešavanje problema u oblasti vazdušnog saobraćaja, zastupljenost grupnog donošenja odluka nije dovoljno 
prisutna (Dožić, 2019). Autori smatraju da je za sveobuhvatno i kvalitetno sagledavanje posmatranog 
problema neophodno učešće više različitih eksperata koji će biti birani tako da se među njima nađu 
predstavnici akademske zajednice, predstavnici avio-kompanija koji se bave bezbednošću, predstavnici 
civilnih vazduhoplovnih vlasti i predstavnici međunarodnih organizacija i udruženja. Eksperti će, u skladu sa 
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svojim kompetencijama, biti raspoređeni u različitim ekspertskim timovima (1, 2 i 3) i biti angažovani u 
praktično svim fazama definisanja posmatranog višekriterijumskog problema (Slika 3): validacija kriterijuma 
i potkriterijuma predstavljenih u prethodnom poglavlju uz definisanje skala na kojima će eksperti vrednovati 
alternative kroz Delfi metodu, određivanje težinskih koeficijenata kriterijuma i potkriterijuma, kao i 
vrednovanje alternativa po potkriterijumima kroz popunjavanje anketnih obrazaca sa preciznim uputstvima.

Fazi logika se često kombinuje sa različitim višekriterijumskim pristupima. Ovako intenzivna upotreba 
fazi logike mogla bi se objasniti činjenicom da stavove eksperata u VKO često karakteriše doza neizvesnosti,
neodređenosti i subjektivnosti svojstvene ljudskom razmišljanju. Primena fazi logike u VKO naročito je 
prisutna u proceni važnosti kriterijuma, te je tako i u prikazanoj metodologiji predloženo da se težinski 
koeficijenti kriterijuma i potkriterijuma određuju fazi AHP metodom (Demirel i ostali, 2008), koja se 
dokazala kao veoma moćan alat, naširoko primenjivan u te svrhe. Imajući u vidu da su podaci u 
vazduhoplovstvu često nedostupni ili veoma skupi, kao i da sami kriterijumi mogu imati kvalitativnu 
prirodu, fazi logika nalazi primenu i u prevazilaženju nedostajućih podataka, odnosno vrednovanju 
alternativa po kvalitativnim kriterijumima. Upravo je takav slučaj i u predloženoj metodologiji, u okviru koje 
bi ekspertske ocene avio-kompanija po kvalitativnim kriterijumima iskazane lingvističkim deskriptorima bile 
predstavljene odgovarajućim fazi skalama. Imajući u vidu da je izbor metode VKO, između ostalog, 
uslovljen i ulaznim podacima (Dožić i Kalić, 2018), u ovom slučaju određivanje indeksa bezbednosti avio-
kompanija će biti rezultat primene neke od metoda fazi VKO.

Slika 3: Metodološki okvir za određivanje indeksa bezbednosti avio-kompanija

5. ZAKLJUČAK
U ovom radu razvijen je originalan metodološki okvir za ocenu indeksa bezbednosti avio-kompanija. 
Definisane su grupe kriterijuma i u okviru njih potkriterijumi, koji u zavisnosti od vrste podataka koju 
zahtevaju, mogu biti kako kvalitativni, tako i kvantitativni. U okviru predloženog metodološkog okvira 
planirane su različite ekspertske grupe koje sačinjavaju ljudi iz različitih segmenata sistema vazdušnog 
saobraćaja (avio-kompanije, civilne vazduhoplovne vlasti, akademska institucija), koje dalje utiču na 
formiranje gledišta i definisanje prioriteta. Upravo su različita gledišta potrebna za sveobuhvatno i ispravno 
donošenje odluka zato što obezbeđuju sagledavanje problema iz različitih perspektiva. Treba napomenuti da 
će izbor VKO metode/a za rešavanje ovog višekriterijumskog problema biti naknadno napravljen, jer je on 
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opredeljen ne samo problemom koji se rešava, prednostima i manama VKO metoda, već i raspoloživim 
podacima. Nedostatak, nepotpunost ili nepreciznost podataka, kao i subjektivizam prisutan u definisanju i 
rešavanju problema VKO najčešće se prevazilaze kombinovanjem VKO metoda sa drugim pristupima i 
tehnikama koji obezbeđuju njihovu veću fleksibilnost u pogledu tretiranja pomenutih izvora neodređenosti i 
neizvesnosti, a samim tim i primenljivosti dobijenih rezultata.

Što se tiče daljih istraživanja, ovaj rad predstavlja osnovu za komparativnu analizu bezbednosti avio-
kompanija, pri čemu će deo koji se odnosi na ulazne podatke, biti od vitalne važnosti za dobijanje 
relevantnih rezultata i kvalitetnu primenu odabranih tehnika VKO.

LITERATURA
[1] Barak, S., & Dahooei, J.H. (2018). A novel hybrid fuzzy DEA-Fuzzy MADM method for airlines 

safety evaluation. Journal of Air Transport Managment, 73, 134-149.
[2] Beauchamp-Akatova, E., & Curran, R. (2013). From initial risk assessments to system risk 

management. Journal of Modelling in Management, 8(3), 262-289.
[3] Bogdane, R., Gorbacovs, O., Sestakovs, V., & Arandas, I. (2019). Development of a model for 

assessing the level of flight safety in an airline using concept of risk. ICTE in Transportation and 
Logistics 2018 (ICTE 2018). Procedia Computer Science 149, 365–374.

[4] Chang, Y.-H., & Yeh, C.-H. (2004). A new airline safety index. Transportation Research B, 38, 369-
383.

[5] Chen, C-F., & Chen, S-C. (2012). Scale development of safety management system evaluation for the 
airline industry. Accident Analysis and Prevention, 47, 177-181.

[6] Cui, Q., & Li, Y. (2015). The change trend and influencing factors of civil aviation safety efficiency: 
The case of Chinese airline companies. Safety Science, 75, 56-63.

[7] Demirel T., Demirel N.Ç., & Kahraman C. (2008). Fuzzy Analytic Hierarchy Process and its 
Application. In: Kahraman C. (eds) Fuzzy Multi-Criteria Decision Making. Springer Optimization and 
Its Applications, vol. 16. Springer, Boston, MA.

[8] Dožić, S. (2019). Multi-criteria decision making methods: Application in the aviation industry. Journal 
of Air Transport Managment, 79, 101683.

[9] Dožić, S., & Kalić, M. (2018). Aircraft Type Selection Problem: Application of Different MCDM 
Methods. Advanced Concepts, Methodologies and Technologies for Transportation And Logistics, 
Advances in Intelligent Systems 572, Springer International Publishing AG Springer, 156-175.

[10] Fleischer, A., Tchetchik, A., & Toledo, T. (2015). Does it pay to reveal safety information? The 
effect of safety information on flight choice. Transportation Research Part C, 56, 210-220.

[11] Gao, Y., Bruce, P.J., & Rajendran, N. (2015). Safety climate of a commercial airline: A cross-
sectional comparison of four occupational groups. Journal of Air Transport Management, 47, 162-171.

[12] Hsu, Y.-L., Li, W.-C., & Chen, K.-W. (2010). Structuring critical success factors of airline safety 
management system using a hybrid model. Transportation Research Part E, 46, 222-235.

[13] Hsu, Y-L. & Liu, T-C. (2012) Structuring risk factors related to airline cabin safety. Journal of Air 
Transport Management, 20, 54-56.

[14] Jeeradist, T., Thawesaengskulthai, N., & Sangsuwan, T. (2016). Using TRIZ to enhance passengers' 
perceptions of an airline's image through service quality and safety. Journal of Air Transport 
Management, 53, 131-139.

[15] Liou, J.J.H., Tzeng, G.-H., & Chang, H.-C. (2007). Airline safety measurement using a hybrid 
model. Journal of Air Transport Managment, 13, 243-249. 

[16] Liou, J.J.H., Yen, L., & Tzeng, G.-H. (2008). Building an effective safety management system for 
airlines. Journal of Air Transport Managment, 14, 20-26.

[17] Netjasov, F. (2015) Air Transport Safety: an Introduction, Nova Science Publishers.
[18] Majidi, A., Nedjat, S., Mohammadi, A., Jamshidi, E., & Majdzadeh, R. (2014). Impact of sanctions 

on Iranian airlines: How people in Iran feel about air travel safety? International Journal of Disaster 
Risk Reduction, 10, 67-74.

[19] Oehling, J., & Barry, D.J. (2019). Using machine learning methods in airline flight data monitoring 
to generate new operational safety knowledge from existing data. Safety Science, 114, 89-104.



Simulacija i stohasti ki modeli 

Simulation and Stochastic Models 





Rezime: U ovom radu je razvijen simulacioni model autobusa na elektro pogon Higer KLQ6125GEV3 u 
softveru IGNITE vode i ra una o tehni ko-eksploatacionim karakteristikama i profilu brzine ostvarenih u 
realnim uslovima eksploatacije. Cilj rada je validacija razmatranog modela na osnovu upore ivanja 
generisane snage sa elektro motora koja je snimljena u realnim uslovima eksploatacije sa generisanom 
snagom sa elektro motora dobijene simulacijom. Kroz više izvršenja simulacije sa razli itim parametrima 
dobijen je model iji je profil brzine gotovo identi an snimljenom profilu brzine u realnim uslovima 
eksploatacije, što je dalje rezultiralo vrlo velikim stepenom korelacije snimljene snage i snage dobijene u 
simulaciji. Na taj na in dobijen je validirani model autobusa Higer KLQ6125GEV3 koji je mogu e iskoristiti 
za ispitivanje tehni ko-eksploatacionih karakteristika razmatranog autobusa i na drugim linijama javnog 
gradskog prevoza putnika sa ciljem odre ivanja pogodnosti njegove primene na njima. 

Klju ne re i: Simulacija, Validacija, Elektro autobus, IGNITE. 

Abstract: In this paper, a simulation model of an electric bus Higer KLQ6125GEV3 is developed in IGNITE 
software taking into account technical-operational characteristics and drive cycle which is achieved during 
real operating conditions. Goal of this paper is a validation of the considered model based on the 
comparison of the generated power from the electric motor, which was recorded in real operating conditions 
with the generated power from the electric motor obtained in the simulation program. Through multiple 
simulations with different parameters, an almost identical drive cycle was obtained in the simulation 
compared to the recorded drive cycle in real operating conditions, which further resulted in very high degree 
of correlation between recorded power and power obtained in the simulation. In this way the simulation 
model of Higer KLQ6125GEV3 bus is validated and it can be used for examination of the technical-
operational characteristics of the considered bus on other lines of public transport in order to determine the 
convenience of its application on them. 

Keywords: Simulation, Validation, Electric bus, IGNITE 
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  - koeficijent otvorene sprege [1]   - koeficijent aerodinami kog otpora [s2/m2] 
  - koeficijent ubrzanja [s2/m]   - proporcionalni koeficijent [s/m] 

  - predstoje e ubrzanje [m/s2]   - odstupanje od željene brzine [m/s] 
  - koeficijent otpora kotrljanja [1]   - integralni koeficijent [1/m] 

  - željena brzina [m/s]   - integral odstupanja od željene brzine 
  - koeficijent otpora brzine [s/m]   - granica integrala odstupanja od željene brzine 
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Rezime: Cilj nam je da promovišemo Luu ( ) kao nau ni programski jezik. Njene osobine, kao što su 
dinami ki tipovi, jednostavnost, izražajnost, brzina i proširivost, su savršena kombinacija za efikasno 
nau no okruženje. Ukratko razmatramo osobine koje obezbe uju dobre performanse programskog jezika 
Lua i upore ujemo relativne performanse nekoliko programskih jezika koji bi se mogli koristiti u sli ne 
svrhe. Tako e, prikazujemo naš API ( ) za koriš enje AMPL-a unutar Lue 
i prilažemo nekoliko listinga radi prikaza koriš enja API-a za dodeljivanje vrednosti parametarima, 
definisanje objekata vezanih za AMPL modele i pozive funkcija koje funkcionišu sli no nekim AMPL 
komandama. 

Klju ne re i: Programski jezik Lua, AMPL, API. 

Abstract: We aim to promote Lua as a scientific programming language. Its features, like dynamic typing, 
simplicity, expressiveness, speed and extensibility make a perfect combination for efficient scientific 
framework. We briefly discuss the features that assures a good performance to Lua programming language, 
and illustrate the relative performances of several programming languages that could be used for similar 
purposes. Also, we present our API for using AMPL within Lua, and include several listings to describe the 
usage of the API to set parameters, define objects related to AMPL models, and function calls that operate 
similarly to some AMPL commands. 

Keywords: Lua programming language, AMPL, API. 
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MATHEURISTICS BASED ON VARIABLE NEIGHBORHOOD SEARCH
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Abstract: Matheuristics represent heuristic optimization methods based on hybridizing exact solvers with
metaheuristics. Usually, the exact solvers work on Mathematical Programming (more precisely Mixed Integer
Linear Programming, MILP) formulation of the considered problem. Metaheuristic principles are used to define
subproblems (e.g., by fixing values for a subset of variables) and exact solver is then invoked to determine
values for the remaining variables. The main goal of this paper is to promote three matheuristics that explore
Variable Neighborhood Search (VNS) as metaheuristic part. These are Variable Neighborhood Branching (VNB),
Variable Neighborhood Decomposition Search for 0-1 MIP problems (VNDS-MIP), and Variable Intensity
Neighborhood Search (VINS).

Keywords: Optimization problems, Mixed integer programs, Exact solvers, Metaheuristics, Hybrid methods

1. INTRODUCTION

Matheuristics [7] become very popular in the last decade. Workshops devoted to the development and ap-
plication of these general-purpose model-based optimization techniques are organized biannually since 2008
(https://mh2018.sciencesconf.org/). The generality of these methods means that matheuristics do not
use a priori knowledge about the problem being optimized and that enables their application to the various range
of problems. Matheuristics are actually heuristic methods obtained by hybridizing metaheuristics and exact
solvers. The main idea behind this hybridization is to use metaheuristic rules for fixing values of some binary
variables and creating subproblems for exact solvers. Sometimes, they can even be considered as the exact
method, i.e., given enough resources (unlimited memory and running time) they can provide optimal solution.

In the recent literature, neighborhood based metaheuristics are usually combined with mathematical program-
ming optimization techniques to design effective matheuristics. We review three state-of-the-art matheuristics
based on Variable Neighborhood Search (VNS) [1, 3, 10]: Variable Neighborhood Branching (VNB) [4],
Variable Neighborhood Decomposition Search for 0-1 MIP problems (VNDS-MIP) [6], and Variable Intensity
Neighborhood Search (VINS) [5]. In order to describe these algorithms, we first introduce some notation and
definitions.

Matheuristics rely on Mixed Integer Linear Programming, MILP formulation and usually operate exclusively
on binary variables as they can take only two possible values, zero and one. On the other hand, it is straightfor-
ward to reformulate a model containing integer variables into a model with binary variables having an additional
index.

In order to introduce neighborhood structures in the space of binary variables, we need to define the distance
between two solutions x = (x1, . . . ,xn) and x′ = (x′1, . . . ,x

′
n). Hamming distance is obvious choice, i.e.,

δ(x,x′) = ∑
i
| xi − x′i |, (1)

where i refers to the subset of binary variables. If the original MIP is denoted by P, let LP(P) represent its
linear relaxation (obtained when in P the integer requirements on variables are released. The solution of LP(P)
is usually denoted by y. The distance (1) could be generalized to δ(x,y), where | xi − yi | can take any value
from the interval [0,1]. (P |C) is used to mark the subproblem of P obtained by adding the set of constraints C,
while P(k,x) = (P | δ(x,x′)≤ k), for k = 1,2, . . . denotes the solution subspace of P containing all the solutions
whose distance from a given solution x is at most k.P(k,x) could be used to define neighborhoods:

Nk(x) = {x′ ∈ X | δ(x,x′) ≤ k}. (2)

More precisely, neighborhood Nk(x) contains all the solutions differing from x in the values of at most k binary
variables. It is easy to see that Nk(x)⊂ Nk+1(x), and therefore, if neighborhood Nk+1(x) is completely explored,
it is not necessary to search in neighborhood Nk(x).

An alternative way to define neighborhoods is using variable states. Each binary variable can be in one of the
two possible states: fixed and relaxed. The fixed state means that the exact MIP solver is not allowed to change



its value during the optimization process. On the other hand, we want the optimizer to find the best value of
the variables in relaxed state. Neighborhood structures are then defined with respect to the indices and number
of relaxed variables. Local search in the space of binary variables is realized by invoking exact solver on a
subproblem (P |C) obtained by adding the set of neighborhood defining constraints C to the original problem P.
The exact solver is allowed to run for a given time limit to avoid long executions in the cases when the defined
neighborhoods are too large. The decision about the next step is then made based on the return status of the
exact solver and is specific for each particular matheuristic.

All matheuristic methods described in this paper (VNB, VNDS-MIP, VINS) apply VNS rules for creating
initial solutions and subproblems and CPLEX exact solver as a Local Search procedure to improve the current
best solution. The paper is organized as follows. After the introduction, three sections to follow are devoted to
the description of selected matheuristics. The paper concludes with Section 5.

2. VARIABLE NEIGHBORHOOD BRANCHING

Variable neighborhood branching (VNB) is proposed in [4]. The input parameters for VNB are 0-1 MIP problem
P, VNS parameters kmin, kstep, kmax, maximum allowed CPU time Tmax, and the time for subproblems tlim. The
pseudo-code of VNB is illustrated by Alg. 1. VNB adds constraints to the original problem P and generates
subproblems explored in both Local Search (LS) and Shaking (SH) phase. The initial solution is obtained
as the first feasible solution found by CPLEX. It becomes also the current best solution. Instead of standard
LS, VNB performs search through multiple neighborhoods, i.e., Variable Neighborhood Descent (VND) [3].
Neighborhoods are defined by adding constraints (2) based on Hamming distance (1) to the original model. The
value for k is updated properly with respect to the CPLEX return status. Actually, VNB uses two indices to
count neighborhoods, k and k1. Index k counts neighborhoods in VND, while in Shaking k1 is used.

The diversification in VNB (Shaking) is performed by invoking CPLEX to find the first feasible solution
within the disk defined by radii k1 and k1 + kstep. If it is necessary, the disk size is increased until a feasible
solution is found. VND is realized by executing CPLEX on the defined subproblems until the pre-specified
time limit tlim is reached. Subproblems are controlled by the value for the current neighborhood index k. At the
beginning of VND, k = 1 is set. If CPLEX proves that no feasible solution exists in the current neighborhood k,
the value for k is increased by 1. In the case when in Nk(x) CPLEX finds an optimal solution or better feasible
solution, an improvement is recorded and k is reset to 1. Finally, if no feasible solution is found within a tlim
time limit, VND procedure is terminated and the control is given to VNB. Move or Not step is realized in the
standard way.

It should be noted here that the maximum number of neighborhoods in VND is not specified. Of course, it is
pointless for k or k1 to take values larger than the number of binary variables in P. In such a case, VNB acts as
an exact algorithm as CPLEX is executed on the whole problem P. Another remark related to Alg. 1 is that
Shaking and Local Search (VND) steps are reversed. This is due to the fact that the first feasible solution is
considered as a result of Shaking in the whole search space.

3. VARIABLE NEIGHBORHOOD DECOMPOSITION SEARCH

Variable Neighborhood Decomposition Search (VNDS) was proposed in [2] to deal with hard optimization
problems. It is a two-level optimization scheme based on VNS and on decomposition of the original problem
into subproblems. Once the subproblems are solved, the solution of the whole problem is obtained by combining
corresponding parts. VNDS for 0-1 MIPs appeared in [6]. It applies VNDS scheme on the set of binary variables
to decompose the original problem. At each step, the original problem P is decomposed into two parts: in the
first part, the variable values are fixed and this part should remain unchanged; the second part consists of relaxed
variables whose values are to be determined by the exact MIP solver within the given time limit.

The first step of VNDS-MIP is to find an integer feasible solution x of the considered optimization problem
P and an optimal solution y of LP(P). The current best solution xbest is initialized by x. Using generalized
definition for the distance δ(x,y), binary variables are sorted in a non-decreasing order with respect to | xi − yi |.
More precisely, if p =| B | (B being the set of binary variables) and δ j =| x j −y j |, j ∈ B , then x j, j = 1,2, . . . , p
are ordered such that δ1 ≤ δ2 ≤ . . . ≤ δp. Subproblems in VNDS-MIP are generated by changing states of
binary variables, i.e., by fixing values for a subset of ordered binary variables to their values in the current best
solution xbest . The variables to be fixed are the ones with values closest to their linear relaxation counterparts
(see Fig. 1). The remaining variables are considered relaxed, and their number defines the size of the subproblem
(neighborhood) to be solved by CPLEX within the given CPU time limit. In Fig. 1, variables on the left side
(including shaded part) are fixed, while the remaining variables (towards the right side of the figure) are relaxed.



Algorithm 1 Pseudo-code for VNB
procedure VNB(P,Tmax, tlim,kmin,kmax,kstep)

IntSolLim ← 1;T L ← Tmax
status ← MIPSolve(P,T L, IntSolLim,x)
if (status = no_ f easible) then

Print("The problem cannot be solved within the given time limit.")
Exit

else
xbest ← x; fbest ← f (x);x′ ← x; f ′ ← f (x)

end if
t ← 0
while (t < Tmax) do � Main VNB loop

cont ← True;k ← 1;k1 ← kmin; IntSolLim ← MaxSol
while (cont ∧ t < Tmax) do � VND

T L ← min{tlim,Tmax − t}
AddConstraint(d(x′,x)≤ k)
status ← MIPSolve(P|C,T L, IntSolLim,x′′)
RemoveConstraint(d(x′,x)≤ k)
switch (status) do

case no_ f easible :
cont ← False

case opt_sol :
AddConstraint(d(x′,x)≥ k+1)
x′ ← x′′; f ′ ← f (x′′);k ← 1

case f easible_sol :
AddConstraint(d(x′,x)≥ 1)
x′ ← x′′; f ′ ← f (x′′);k ← 1

case in f easible :
k ← k+1

end switch
t ← GetUserTime()

end while
if ( f ′ < fbest ) then � // Move or Not

xbest ← x′; fbest ← f (x′);k1 ← 1
else

k1 ← k1 + kstep; if (k1 > kmax) then k1 ← kmin
end if
cont ← True;k1 ← kmin; IntSolLim ← 1
while (cont ∧ t < Tmax) do � // Shaking

T L ← Tmax − t
AddConstraint(k1 ≤ d(xbest ,x)≤ k1 + kstep)
status ← MIPSolve(P|C,T L, IntSolLim,x′)
if (status = in f easible∨ status = no_ f easible) then

k1 = k1 + kstep
else

cont ← False
end if
RemoveConstraint(k1 ≤ d(xbest ,x)≤ k1 + kstep)
t ← GetUserTime()

end while
end while
return (xbest , fbest )

end procedure



x

δ

x
0

x
1 x

2
x

k…
x

k+k
step

x
k+2k

step

x
n

x
n−k

step

x
n−2k

step
…

Figure 1 Illustration of subproblem generation in VNDS-MIP (Figure is provided by Dr. Jasmina Lazić)

After the binary variables are sorted, q =| { j ∈ B,s.t. δ j = 0} | is determined and it is used to calculate values
for kmin, kmax, and kstep as it is shown in Alg. 2. Then the appropriate subsets of variables are fixed/released
and time-limited CPLEX is invoked to solve the obtained subproblem. If a new best solution is obtained, an
attempt of further improvement is made by applying VND (the same one used in VNB) to the xbest , otherwise,
the subproblem is increased by properly changing neighborhood size for searching. In the case when the
subproblem involves all variables with positive distance from the linear relaxation counterparts (k+kstep > kmax),
the search is extended (half by half) to the remaining binary variables. If all binary variables were already
relaxed during the search (which actually means that the whole problem was considered as a subproblem and
treated by CPLEX), the execution of VNDS-MIP ends (flag execute is set to False). This means that either
CPLEX was able to solve the original problem P (optimal solution has been found) or the maximum time limit
was reached and the best feasible solution is reported to user. As VNDS-MIP is able to prove the optimality,
given enough time and memory, we can consider it as an exact solution method.

4. VARIABLE INTENSITY NEIGHBORHOOD SEARCH

VINS [5] is inspired by the VNDS-MIP matheuristic [6] and Variable Intensity Local Search (VILS), a hybrid
heuristic developed for multi-resource generalized assignment problem [9]. It generalizes the idea of fixing
and relaxing subsets of binary variables in such a way that, contrary to VNDS-MIP which uses a single pattern,
VINS exploits different patterns as it is the case in VILS.

As in VNDS-MIP, VINS solves the linear relaxation of the MIP first, and than finds the first feasible solution.
The corresponding solutions are marked by y and x, respectively. Having these two sets of variable values, the
distances between x and y based on the generalized form of Eq. (1) are calculated and the variables are sorted in
the non-decreasing order according to these distance values. In VNDS-MIP, variables having similar values
in x and y were considered to offer less space for improvement, however, this may not be true. Therefore, 10
different patterns (referred to as neighborhoods) for generating subproblems are defined in VINS as follows.

N1: α% of the worst variables are released;
N2: variable set is divided into 10 bins and α/10% worst variables are released in each bin;
N3: starting at random position α% variables are released;
N4: at 10 random positions, α/10% variables are released;
N5: α% of the best variables are released;
N6: in 10 equal bins α/10% best variables are released;
N7: α/2% of best and α/2% of worst variables are released;
N8: in 10 equal bins the same pattern as in N7 is applied;
N9: random α% variables are released;
N10: in 10 equal bins, random α/10% variables are released.

Terms "the best" and "the worst" are used here to mark variables with the lowest and the biggest distance
between the values in current best solution and in the linear relaxation solution, respectively. The value of
parameter α defines the neighborhood size, i.e., the percentage of variables that will be released and given to

4



Algorithm 2 Pseudo-code for VNDS-MIP
procedure VNDS-MIP(P,Tmax, tlim)

IntSolLim ← 1;T L ← Tmax
l pstat ← LPSolve(P,T L,y)
status ← MIPSolve(P,T L, IntSolLim,x)
if (status = no_ f easible) then

Print("The problem cannot be solved within the given time limit.")
Exit

else
xbest ← x; fbest ← f (x);x′ ← x; f ′ ← f (x); p ←| B |

end if
t ← 0;execute ← True
while (execute∧ t < Tmax) do � Main VNDS-MIP loop

Calculate(δ);x ← Sort(xbest ,y);q ←| { j ∈ B,s.t. δ j = 0} |
kmax ← p−q;kmin ← kmax/10;kstep ← kmin;k ← kmin
cont ← True; IntSolLim ← MaxSol
while (cont ∧ t < Tmax) do

T L ← min{tlim,Tmax − t}; improved ← True � Local Search
FixAndRelease(P,k)
AddConstraint( f (x),L, fbest )
status ← MIPSolve(P|C,T L, IntSolLim,x′′)
ReleaseAll(P|C)
if (status = no_ f easible∨ status = in f easible) then

improved ← False
end if
if (improved) then � Move or Not

V ND(P,Tmax, tlim,k,x′′,x′, f ′)
xbest ← x′; fbest ← f (x′);k ← kmin;cont ← False

else
if (k+ kstep > kmax) then kstep ← max{[k/2],1}
if (k ≤ p) then

k ← k+ kstep
else

execute ← False
end if

end if
t ← GetUserTime()

end while
end while
return (xbest , fbest )

end procedure

time-limited CPLEX solver for improving. In addition to changing neighborhood types, VINS allows changes
in the size of neighborhoods. As the search advances, the size of neighborhoods α increases, as well as the
corresponding time tlim to limit CPLEX engagement in the resulting subproblems. Therefore, with respect to
VNDS-MIP, VINS has two new input parameters: an array of neighborhood sizes al phas and the corresponding
array of times for subproblems time_limits.

The proposed VINS does not explore the "first improvement" VNS strategy that is adopted in VNB and
VNDS-MIP. Instead of moving to N1 of the smallest size upon each improvement of the current best solution,
the neighborhoods are searched in round robin fashion, starting from N1 till N10, in each of the available sizes.
In the case an improvement is made, the current best solution is updated, the corresponding constraint limiting
the objective function value is added to the model, the variables are re-sorted by the distance between values
in current best solution and the linear relaxation solution, and the search continues in the next neighborhood
of the same size. The size never decreases as it is the case in other two methods. When all neighborhoods
are explored, the size is increased and the search continues in N1. If there is enough time and all sizes are
explored, CPLEX is invoked to additionally improve the current best solution acting on the whole problem P.
The proposed procedure is illustrated by Alg. 3.

The Linux versions of all methods are available at the Mathematical Institute of the Serbian Academy of
Sciences and Arts and can be provided by the authors upon a request. For all of them, data about the problem to
be solved should be provided in a form of .lp file which can be generated automatically in most of the exact
solvers (CPLEX, Gurobi, etc.). The three described methods are compared for the first time in [5] on the miplib3
instances and on the container ships routing problem from [8]. Recently, a new comparison on allocating of
passenger ferry fleet in maritime transport problem is reported in [11].

5. CONCLUSION

In order to promote three matheuristic methods based on Variable Neighborhood Search principles and developed
by Serbian researches we presented their brief description. Successful applications confirming their usefulness
can be find in numerous papers from the relevant literature and we mentioned the most recent few.



Algorithm 3 VINS
procedure VINS(P, Tmax, al phas, time_limits)

IntSolLim ← 1;T L ← Tmax
l pstat ← LPSolve(P,T L,y)
status ← MIPSolve(P,T L, IntSolLim,x)
if (status = no_ f easible) then

Print("The problem cannot be solved within the given time limit.")
Exit

else
xbest ← x; fbest ← f (xbest )

end if
t ← 0;cont ← True
N ← N1
α ← Al pha1
T L ← TimeLimit1
IntSolLim ← ∞
x ← Sort(xbest ,y)
while (cont ∧ t < Tmax) do � Main VINS loop

T L ← min{tlim,Tmax − t}
FixAndRelease(N,α)
status ← MIPSolve(P|C,T L, IntSolLim,x)
improvement ← Improved(x)
if (improvement) then � Checking for Improvement

xbest ← x; fbest ← f (x)
AddConstraint( f (x),L, fbest )
x ← Sort(xbest ,y)

end if
N ← NextNeighborhood � Move Step
t ← GetUserTime()
if (N = null) then

N ← N1
α ← NextAl pha
tlim ← NextTimeLimit
if (α = null) then � Final improvement of the whole problem

T L ← min{tlim,Tmax − t}
status ← MIPSolve(P,T L, IntSolLim,x)
cont ← False

end if
end if

end while
return (xbest , fbest )

end procedure
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[1] Hansen, P., Mladenović, N., Brimberg, J., Moreno Pérez, J.A. (2019). Variable neighborhood search. In:
Handbook of metaheuristics (57–97). Cham: Springer.
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Statisti ki modeli 

Statistical Models 





Rezime: Istraživanja o uklju enosti studenata u nastavni proces se fokusiraju na merenje nivoa njihove 
aktivnosti i otkrivanje obrazaca ponašanja. Me utim, koncept se može proširiti tako da uklju uje i obrasce 
ponašanja sa kolegama van nastavnog procesa. U cilju istraživanja oblika ponašanja studenata na nastavi i 
van nastave i njihovog me usobnog odnosa, sprovedeno je istraživanje na Fakultetu organizacionih nauka 
Univerziteta u Beogradu. Dobijeni rezultati pokazuju da odnos studenata sa kolegama uti e na njihovo 
mišljenje o me uljudskim odnosima u grupi i uti e na njihovu spremnost da budu aktivni na nastavi. 
Izmerena spremnost za aktivnost na nastavi pozitivno uti e na motivaciju studenata za javni nastup. 

Klju ne re i: Analiza podatka u obrazovanju, Visokoškolsko obrazovanje, Modelovanje strukturnih 
jedna ina, Aktivnost na nastavi 

Abstract: Research on student engagement focuses on the level of student activity and patterns of student 
behaviour during lectures. However, the concept can also be extended to including out of class engagement 
with colleagues. To explore the students’ behaviour in class and out of class, and its relations, we conducted 
a survey at the Faculty of Organizational Sciences, University of Belgrade. The obtained results show that 
the students’ relationship with colleagues impacts his/her opinion on the group interpersonal relationships 
and impacts his/her willingness to be active in class. The measured willingness to be active in class has a 
positive impact on the students’ motivation to have a public appearance. 

Keywords: Educational data mining, Higher education, Structural Equation Modelling, Student engagement  

classroom connectedness



Relationship, Opinion, Willingness to be active, 
Public appearance.  
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H1: Students’ relationship with colleagues has an impact on their opinion on the interrelationship within 
the study group  

 

 
H2: Students’ relationship with colleagues has an impact on their willingness to be active in class 
 

 Public appearance. 

 

 
H3: Students’ relationship with colleagues has an impact on their motivation for public appearance 
 



H4: Students’ opinion on the interrelationship within the study group has an impact on their willingness to 
be active 

H5: Students’ opinion on the interrelationship within the study group has an impact on their motivation for 
public appearance 

H6: Students’ willingness to be active has an impact on their motivation for public appearance
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Rezime: Ukoliko u setu podataka koji se modelira, postoji prisustvo nedostaju ih podataka, velika je 
verovatno a da e ocenjeni parametri modela imati osobinu pristrasnosti. Da bi se takva situacija izbegla, 
potrebno je problem nedostaju ih podataka, tretirati na ispravan na in. To je ujedno i namera ovog rada, da 
pokaže, da se ispravnim tretiranjem problema nedostaju ih podataka, može izbe i pristrasnost pri 
ocenjivanju nepoznatih parametara modela. 

Klju ne re i: Nedostaju i podaci, Statistika veli ina efekta, Podaci nedostaju potpuno slu ajno, Podaci 
nedostaju slu ajno. 

Abstract: If there is a presence of missing data in the data set being modeled, it is very likely that the 
estimated model parameters will have a bias property. In order to avoid such a situation, it is necessary to 
treat the problem of missing data in the correct way. It is also the intention of this paper to show that by 
properly treating the problem of missing data, bias can be avoided in estimating unknown model parameters. 

Keywords: Missing data, Effect size statistics, Data missing completely at random, Data missing at random. 
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DUOPOLY SPATIAL MODEL WITH A LIMITED QUANTITY OF OFFERED PRODUCTS
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Abstract: Spatial games are specific field of game theory, focused on imperfect competition from a spatial 
perspective and analysing behaviour of subjects on the market, competing to attract their customers and 
trying to find the best location for their branch. This paper focuses on models of spatial competition, where 
the spatial game is described by a graph, whose nodes represent the locations of customers and potential 
locations of the players, the aim of which is to maximize their market share. The offer of both players 
consists of homogeneous products, the price of which may vary. Both, the price of the product, together with 
the transport costs, represent cost functions of the customers, on the basis of which they decide which of the 
players to move to. In the model, we consider different levels of demand in individual nodes and limited 
number of products offered by both players.

Keywords: Game theory, spatial competition, duopoly.

1. INTRODUCTION
The choice of the company's location is one of the basic corporate strategies that affect its future in the 
market. The goal of choosing a location is to find the most convenient place for the company's business. It 
can be stated that the environment in which the company is located determines its future success. There are 
several reasons and approaches to deciding on a location. However, in this work we focus on the selection of 
the most advantageous location in terms of accessibility to customers and their consumer behavior.

The goal of every management should be to know their customer enough to be able to reach him with 
their products. It is the knowledge of the consumer that is an essential part of a successful operation in the 
market. Here, the consumer theory itself plays a role, which deals with his way of decision-making and 
economic behavior in the market, which also determines the overall demand.

The questions of location within game theory are undoubtedly interesting and studied. The beginnings of 
spatial analysis go back to Cournot's work (Cournot, 1838), who developed a model with competing 
companies and Bertrand (1883), who based his approach on a model with competitive prices. In 1924, Fetter 
(1924) formulated a law on market areas, where he considered prices and transport costs for each 
manufacturing company before deciding to buy goods from one of them. As a result, the threshold for market 
share between these companies is defined by the location of those consumers, for whom the total purchase 
price is indifferent to one of the companies or another. This work had a significant impact on the theory of 
network competition, but was not as important as the subsequent work of Hotelling (1929). Hotelling has 
created a linear market in which competing companies sell a homogeneous product, where consumers are 
evenly distributed in space of linear market and demand is inelastic, which means that each consumer 
receives only one unit of goods. The product is homogeneous in both companies and therefore differs in the 
first stage only in location and the second stage in price. Further extensions of this approach can be found in 
(Gabszwicz and Thisse, 1986), where authors point out the flaw of the Hotelling model. The authors state 
that it is not possible to have a balance if companies are close to each other. The result of the modified model 
is a model whose solution is the existence of equilibrium anywhere in the market.

In paper (Kim and Serfes, 2006) authors came up with an extended location model, based on the principle 
of Hotelling's minimal differentiation, in which they take into account the possibility that consumers can buy 
more than one type of goods. More specifically, they may purchase from several manufacturers, while they 
can purchase maximum of one unit of the goods offered from one producer. As the authors note, the model is 
applicable to a number of types of markets. Other important works with extensions of the original idea of 
spatial competition can be considered (Hamoudi.a Risueño, 2012) and (Hamoudi and Bustamante, 2011).

In this paper, we describe a model of a duopoly in space, which is characterized by a graph. It will be 
based on the article (Lopez and Čičková, 2018), which considerations we will expand by considering
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different demand in individual nodes of the graph and limited supply on the side of producers. The 
assumption of a limited supply appears realistic in the market for certain specific goods or specific time 
period, for example in case of sales. Limited offers can be linked to strategy of producers to motivate 
customers to purchase the offered goods. Such products can customers perceive as scarce and be more 
willing and motivated to make a purchase (Wilkinson and Klaes, 2017). In our example, customers choose 
one of the two producers based on their costs, which include both the price of the goods and the transport 
costs they have to bear during transport to the selected company. 

 

2. SPATIAL DUOPOLY MODEL WITH LIMITED SUPPLY 

Let , be a set of customers and let there be a graph , where  
represents nodes of the graph and  represents a set of edges  from node  to node 

, while each oriented edge  has assigned a real number , referred to as valuation or value . 
Spatial game was formulated in the so-called full-valued graph  with the same set of nodes as 
graph , where  is the set of edges between each pair of nodes a , where their valuation is equal to the 
minimum price between nodes a  in the original graph, . It can often be assumed that 
o( ) where represents minimum distance (shortest path length) between nodes a , then 
matrix  is the matrix of shortest distances between nodes a .  

We assume, that there are two companies (players) , offering homogeneous product (goods or 
service) and having possibility to realize service in one of the nodes, while we do not consider the costs of 
building a service point. That means, in any element of the set , which is also location of 
customers. Although both players offer identical product in unlimited quantities, the price of the products can 
be different.  will be the price of player 1 and  will be the price of player 2. If we do not consider 
any capacity restrictions, each customer can buy product of any company. We assume that the customers 
always make a purchase, but they take into account the total cost of purchasing the product, consisting of the 
price of the product and transport costs to selected company. Transport costs are expressed as  per unit of 
distance, so we assume that the customer has to pay the product price and transport costs to each company 

( andddd ). For player 1 cost matrix can be defined as: 

 (1) 
 
with its elements: 
 

 (2) 
 
Analogically, for player 2 we can define cost matrix: 
 

 (3) 
 
with its elements 
 

 (4) 
 

Based on the cost functions and the following assumptions, we can state following: 
 If player 1 places his branch at the  node, he gets customer from the  node only if 

.  

 In case that , players share the demand equally (we assume 50% probability that the 
customer chooses service from player 1 (player 2))  

 Otherwise, the customer from node will be served by player 2. 
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It is obvious that a player’s interest in a specific node is generally conditioned by a „size“ of demand of 
this node, while in the terms of this criterion, some nodes are more interesting for the player than others. The
size of the demand can be then related to population. Now we will form spatial game considering demand of 
individual nodes. The demand will be represented by vector . At the same time, we consider 
limits on the supply side. The maximum offered quantity of products of the player 1 will be and 
maximum offered quantity of the player 2 . The consumer demand will be divided between players
according to following rules: The consumer seeks to minimize his costs. However, if the capacity of a given 
player is not sufficient, he must, despite higher costs, move to player 2. We assume complete information on 
both the supply and demand side, which means that customer knows whether his service will be carried out 
(or what part of it) when deciding and the player knows how much demand in which node to serve.

The payoff matrix of the player 1 and the payoff matrix of the player 2 
can be written in the form of the following pseudocode:

LET , , t, , ,
LOO ( ) DO

;

;
;
;

LOO (k,i,j = 1,2,...n) DO
IF and DO

ELSEIF and and
DO ;

ELSEIF and and DO ;

ELSEIF and and DO
; ;

ELSEIF and and DO ;

ELSEIF and and DO ;

ELSEIF and and DO ;

ELSEIF and and 
;

ELSEIF and and DO ;

ELSEIF and DO

ELSEIF and and
DO ; ;

ELSEIF and and DO ; ;
ENDIF
END

When solving a given game, the total capacity on the supply side must be considered. If the whole
demand of the nodes can be satisfied, this means that , it is a game with a constant sum.
However, if the whole demand cannot be satisfied, that means if , the non-cooperative 
game does not have a clear solution (each point is an equivalent equilibrium solution), because under the 
given conditions any node is equally advantageous for players.
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The goal is to find the solution of the game - the equilibrium point - in pure strategies. If the equilibrium 
point is represented by pure strategies, it corresponds to the saddle point matrix A. Such strategies then 
represent the best way to make decisions in the matrix game. If such a point does not exist, we are looking 
for a solution in mixed strategies. We obtain mixed strategies using mathematical models, while in constant 
sum games the solution can be obtained using linear programming (Čičková et al., 2019). The status is then 
defined as equilibrium if the system has a tendency to remain in such state under certain conditions. Only 
such set of strategies can be considered as a satisfactory result, if any effort to unilaterally violation 
automatically leads to damage to a player attempting to do so.   

 

3. ILLUSTRATIVE EXAMPLE 
We consider graph with five nodes , while each of them also represents the locations of 
potential customers of players. At the same time, we assume the form of a duopolistic market, where the 
players represent two firms – firm 1 and firm 2, each of which has the opportunity to implement service in 
the graph nodes.  Companies offer a homogeneous product, but product prices vary. Player 1 offers a product 
for price = 3 and player 2 offers product for a price  = 3,6. The matrix of shortest distances  

 
between all nodes is known: 

 

 
 
and unit transport costs are . 

Let us suppose that the demand of individual nodes is given by a vector . 
Let the player 1 know that his maximum capacity is 300 units ( ) and player 2 can satisfy 200 units of 
demand ( ).  

Based on equations (2) and (4), the elements of cost matrices for both players can be calculated. The cost  
matrices are then as follows: 

 

 

Based on the pseudocode above we can calculate elements of the payment matrices for player 1 (A) and 
for player 2 (B)1: 

                                                      
1 The entire calculation procedure was performed using GAMS software and is available on request from the authors. 

 

 

where, for example, element  is equal to 300 because from the cost matrices it is obvious, that in case of 
realization of service of both players in node 1 is the purchase of player 1 more advantageous for all nodes, 
thus player 1 makes a sale at its capacity level (300). The remaining demand of 170 will satisfy player 2 p y

. Element  is set to 270 because in case player 1 realizes service in node 5 and player 2 in 
node 3, a comparison of the fifth column of the matrix 

p
 and third column of the matrix  shows that 

purchase from player 1 is more advantageous only in node 5, from which player gains 150 units of the 
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demand, for node 2, the purchase from both players is equally advantageous and the player gets 40 units of 
the demand. For the rest of the nodes it is more advantageous to buy from player 2. Player 2 should serve 
280 units of the demand, but his capacity is enough to operate only 200 units

y y
, so another 80 

units are moved to player 1.
Since

p y
, it is a game with constant sum. The goal is to find the equilibrium point. In 

case of existence of equilibrium in pure strategies, it corresponds with the saddle point of the matrix A. 
Using a max-min principle we are able to identify the equilibrium (marked). The equilibrium solution is 
clear: for player 1 and for player 2 . It means that both players 
should realize service in the node 1. The player thus serves 300 units of the demand (out of 470) and player 2 
serves 170 units of demand (470-300).

Now we suppose that the demand of the first node decrease to 20 (ceteris paribus). The payment matrices 
of the players are then as follows:

Obviously, the game has no solution in pure strategies and the solution must be sought in mixed 
strategies. Software GAMS (and its solver CPLEX) was used to solve the corresponding linear programming 
problem. Mixed strategy of player 1 is 

)
and mixed strategy of player 2 is p gy

. The value of the game for player 1 is 261.18, that means he will serve 261.18 
units of demand (out of 390) and player 2 will serve 128.82 units of the demand (out of 390). The 
interpretation of the mixed strategies is generally complicated. If players chose strategy with the highest 
probability, the solution would be to realize service in the node 1 (for player 1) and in the node 5 (for player 
2). The player 1 would serve 240 units of the demand and player 2 would gain 150 units of the demand. If it 
was possible to change the service location (for example sales on daily basis), player 1 should realize 65% of 
the time of service in the node 1 and 35% in the node 2. Player 2 should realize approximately 35% of the 
service in the node 3 and 65% in the node 5. Thus, player 1 would serve on average 169.65 units of the 
demand in the node 1 and 91.53 in the node 5. Player 2 would gain 44.97 from the node 3 and 83.85 from the 
node 5.

4. CONCLUSION
In every competitive model, there is a situation where players compete to improve their position, gain more 
clients and more market share. This paper is focused on analysis of oligopolistic, specifically duopolistic, 
market in space and deals with modeling a situation where two competing companies offer an identical 
product, the price of which may differ. Players thus decide on their position with aim to maximize their 
profits, taking into account the share of total demand obtained. The size of the demand varies from node to 
node. In our model we are also considering a limited offer of individual players, mostly known in case of 
specific goods in the market or specific time period, just as period of sales. Duopolists compete to attract 
their customers, who are choosing one of the producers based on their total costs consisting of the price of 
the product and transport costs. The market is characterized by a graph whose nodes represent locations of 
players’ potential customers and potential service location. This approach is illustrated by an example,
resulting once in saddle point of matrix A and second time in mixed strategies indicating equilibrium 
solution for both of the players.
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EVOLUCIONA DINAMIKA PONAŠANJA STANOVNIŠTVA TOKOM PANDEMIJE
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Rezime: Evoluciona teorija igara pruža okvir za dinamičku analizu interakcija koje se ponavljaju. Prvobitno 
je nastala kao alat za modeliranje reproduktivne sposobnosti populacije čije su jedinke genetski 
„programirane“ da biraju određene strategije, pri čemu strategije koje se loše pokažu vremenom izumiru, 
dok snžne strategije opstaju. Ova dinamika umnožavanja je proširena na prostorne modele i primenjena u
analizi mnogih društvenih pojava. Ono što evolucionu teoriju igara posebno izdvaja, je mogućnost 
relaksacije pretpostavke o tradicionalnim, potpuno informisanim, racionalnim igračima. Cilj ovog rada je 
da predstavi osnovne koncepte evolucione teorije igara i da prikaže mogućnost njene primene u modeliranju
dinamike društvenog ponašanja i određivanju evoluciono stabilne strategije ponašanja populacije. Analiza 
je urađena na primeru ponašanja stanovništva tokom pandemije COVID.

Ključne reči: Evoluciona teorija igara, Evoluciono stabilna strategija, Nešov ekvilibrijum, Saradnja, 
Simulacija, Pandemija COVID-19.

Abstract: Evolutionary game theory provides a framework for the dynamic analysis of repeated interactions. 
It was originally created to model the reproductive ability of a population of individuals genetically 
"programmed" to choose certain strategies, with those that poorly perform die out over time, and strong 
ones survive. This replication dynamics has been extended to spatial models and applied in the analysis of 
many social phenomena. What singe out evolutionary game theory is the possibility of relaxing the 
assumption of traditional, fully informed, rational players. The aim of this paper is to present the basic 
concepts of evolutionary game theory and to show the possibility of its application in modeling the dynamics 
of social behavior and determining the evolutionary stable strategy of population behavior. The analysis was 
done on the example of the behavior of the population during the COVID pandemic.

Keywords: Evolutionary game theory, Evolutionary stable strategy, Nash equilibrium, Cooperation, 
Simulation, COVID-19 pandemic.

1. UVOD
Evoluciona teorija igara (ETI) nastala je kao rezultat primene matematičke teorije igara u biologiji,

proizilazeći iz shvatanja da adaptivna vrednost jedinki, uslovljena učestalošću pojavljivanja određenog tipa 
jedinki, uvodi strateško ponašanje u evoluciju. Bazirana na konceptima Darvinove evolucione teorije, 
uključuje takmičenje (igru), prirodnu selekciju (replikatorsku dinamiku) i nasleđe.

Vremenom je ova teorija našla primenu i u ekonomiji, sociologiji, antropologiji, filozofiji i mnogim 
drugim društvenim naukama, gde evolucija nije biološka, već ekonomska (Hodgson & Huang, 2012)ili 
kulturološka, odnoseći se na promene stavova i normi tokom vremena (Newton, 2018; Babu & Mohan, 
2018). Jedna od osnovnih prednosti evolucione teorije igara prilikom modeliranja društvenih pojava je ta što 
se bazira na pretpostavkama koje su prikladnije od pretpostavke racionalnosti koja leži u osnovi 
tradicionalne teorije igara. Naime, ljudi su po prirodi „kratkovidi“ u smislu izbora strategija, vođeni 
prirodnom selekcijom, imitacijom ili genetikom, a ne isključivo pronicljivim rasuđivanjem. Pored toga, 
teorija evolucionih igara se više fokusira na dinamiku promene strategije, na šta utiče ne samo kvalitet 
različitih konkurentskih strategija, već i efekat učestalosti sa kojima se u populaciji nalaze različite 
konkurentske strategije.

Evoluciona teorija igara doprinela je boljem razumevanju mnogih pojava, kao što su grupne selekcije, 
seksualne selekcije, altruizam, roditeljska briga, koevolucija, ekološka dinamika (Tilman, Plotkin, & Akçay, 
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2020) i druge. Primenom njenih modela, mnoge kontra-intuitivne situacije u ovim oblastima su postavljene 
na čvrstu matematičku osnovu (Hammerstein & Selten, 1994). 

Cilj ovog rada je da predstavi ideju i osnovne koncepte evolucione teorije igara i da prikaže mogućnost 
njene primene u modeliranju dinamike društvenog ponašanja. Ilustracija je urađena na primeru analize 
ponašanja stanovništva za vreme pandemije COVID-19 u smislu određivanja faktora koji mogu da utiču na 
to da saradnja postanke evoluciono stabilna strategija u društvu.  

2. EVOLUCIONA TEORIJA IGARA 

2.1. Istorijat i osnovni pojmovi 
Teorija igara predstavlja matematičku formalizaciju i analizu procesa odlučivanja u konfliktnim i 

delimično konfliktnim situacijama, kada međusobna uslovljenost akcija dva ili više igrača determiniše 
njihove individualne rezultate (Kuzmanović, 2017). Modeli tradicionalne teorije igara baziraju se na dve 
veoma stroge pretpostavke, a to su racionalnost igrača i opšte znanje svih igrača o racionalnosti ostalih 
igrača. Koncept rešenja igre, tzv. Nešov ekvilibrijum, predstavlja skup strategija, za svakog igrača po jedna, 
takvih da su jedna drugoj najbolji odgovor i da se nijednom igraču ne isplati da jednostrano odstupi od date 
strategije. 

S druge strane, evoluciona teorija igara razmatra interakaciju velikog broja jedinki iz iste populacije gde 
se pretpostavka racionalnosti menja prirodnom selekcijom i gde interakcije mogu biti prostorne ili slučajne. 
Takođe se pretpostavlja da određen procenat populacije “bira” neku strategiju i da svaka jedinka “živi” u 
jednom ciklusu igre. Strategije su genetski nasleđene osobine koje kontrolišu akciju pojedinca, a taj proces je 
analogan kompjuterskim programima (Vincent & Brown, 2005). Uspeh strategije određuje se time koliko je 
dobra za preživljavanje i reprodukciju jedinke u prisustvu konkurentskih strategija (uključujući samu sebe) i 
učestalosti s kojima se te strategije koriste. Rezultat interakcije/igre u evolucionoj teoriji igara je zdravlje 
(fitness) jedinke tj. njena sposobnost preživljavanja i reprodukcije i izražava se kroz potomke tih osobina. 
Veza između tradicionalne i evolucione teorije igara, prikazana je na slici 1. 

Ideje koje leže u osnovi evolucione teorije igara, iako nisu eksplicitno pomenuti, prvi put se javljaju u 
delu R. A. Fišera “The genetical theory of natural selection” iz 1930. godine, kojim je autor pokušao da 
objasni približnu brojnu jednakost polova kod sisara. Formalno se teorija igara u evolutivnoj biologiji prvi 
put sreće u radu Levontina „Evolution and the theory of games“ iz 1961. godine (Lewontin, 1961). Nedugo 
zatim, Majnard Smit uvodi i definiše koncept  evolutivno stabilne strategije (ESS) u članku „Game theory 
and the evolution of fighting“ objavljenom 1972. godine (Maynard Smith, 1972). Međutim, tek nakon 
publikovanja članka „The logic of animal conflict“ autora Majnard Smita i Prajsa 1973. godine (Maynard & 
Price, 1973), koncept ESS dobija širu primenu. Ključnu publikaciju na ovu temu, „Evolution and the Theory 
of Games“, objavio je 1982. godine Majnard Smit (Maynard Smith, 1982), nakon čega je 1984. godine 
usledio i poznati rad Roberta Eksleroda „The Evolution of Cooperation“ (Axelrod, 1984).  
 

 
Slika 1: Tradicionalna vs. evoluciona teorija igara 

2.2. Evoluciono stabilne strategije 
Evoluciona stabilnost je stanje dinamike igara u kome kod veoma velike populacije takmičara, druga 

mutirajuća strategija ne može uspešno da uđe u populaciju da bi poremetila postojeću dinamiku. Stoga se 
može reći da je evoluciono stabilna strategija (ESS) ona strategija koja uspe da preživi sve „mutantske“ 
strategije. Kada se sagledava životinjski svet, takve strategije su obično programirane pod veoma jakim 
uticajem genetike, što čini bilo koju strategiju organizma određenom ovim biološkim faktorima (Weibull, 
1995). 
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Ideja evolucione stabilnosti strategija se formalno može predstaviti na sledeći način. Pretpostavimo da 
svaki pojedinac u populaciji ima početnu sposobnost F0. i neka F(s) označava sposobnost pojedinca koji 
usvaja strategiju s; ΔF(s1,s2) predstavlja promenu sposobnost pojedinca koji prati strategiju s1 protiv jedinke 
koja prati strategiju s2. Ако sa σ označimo ESS, a sa μ mutant strategiju koja pokušava da napadne
populaciju, tada važi:

F(σ) = F0 + (1 – p)ΔF(σ, σ) + pΔF(σ, μ) (1)

F(μ) = F0 + (1 – p)ΔF(μ, σ) + pΔF(μ, μ) (2)

gde p predstavlja procenat populacije koji usvaja mutant strategiju μ.
Kako je σ evoluciono stabilna strategija, sposobnost jedinke koja sledi ovu strategiju mora biti veća od 

sposobnosti jedinke koja sledi strategiju μ, pa je F(σ) > F(μ). Imajući u vidu da je p veoma mala vrednost, 
bliska 0, strategija σ će biti ESS ako je ispunjen bar jedan od uslova:

(1)strategija σ omogućava bolji rezultat protiv σ nego što bi bilo koji mutant koji igra protiv σ mogao da 
ostvari, tj. ΔF(σ, σ) > ΔF(μ, σ) ili 

(2)strategija μ omogućava isti rezultat protiv strategije σ kao strategija σ protiv same sebe, ali strategija σ
ostvaruje bolji rezultat protiv strategije μ nego što bi μ ostvarila protiv same sebe, tj. ΔF(σ, σ) = ΔF(μ,
σ) i ΔF(σ, μ) > ΔF(μ, μ)

Iz prethodnog se može zaključiti da uspešna ESS mora biti i efikasna u odnosu na konkurente kada je 
malobrojna (ulazak u prethodnu konkurentsku populaciju), i uspešna kada je brojnija (odbrana). To zauzvrat 
znači da strategija mora biti uspešna kada se suprotstavi drugima tačno onakvim sebi. 

Između Nešovog ekvilibrijuma i evoluciono stabilne strategije postoji određena relacija. Naime, ESS je 
uvek Nešov ekvilibrijum, ali obrnuto ne mora da važi. Potreban uslov da neki Nešov ekvilibrijum bude i ESS 
je da je simetričan (oba igrača igraju istu u ekvilibrijumu), dok je dovoljan uslov (ali ne i neophodan) da je u 
pitanju stogi Nešov ekvilibrijum. Iz prethodnog se može zaključiti da je ekvilibrijum dominantnih strategija 
uvek evoluciono stabilan ukoliko je simetričan.

2.3. Igra Soko i golub
Za ilustraciju evolucione stabilnosti u literaturi se najčešće koristi karakteristična igra Soko i golub (Hawk 

Dove Game). U pitanju je igra u kojoj se dva igrača nadmeću za resurs fiksne vrednosti V, koja zavisi od 
konteksta u kome se resurs koristi. U biološkom kontekstu, na primer, on predstavlja povećanje darvinističke 
sposobnosti pojedinca koji dobija resurs, dok u kulturološkom kontekstu dobija onu vrednost koja je 
prikladnija za specifičnost tog konteksta. 

U igri Soko i golub, igrači imaju mogućnost da slede jednu od dve strategije:
Soko strategija u kojoj igrač nastupa agresivno i ne zaustavlja se dok se ne povredi ili dok se protivnik

ne povuče, pri čemu troškovi konflikta iznose C, C V.
Golub strategija u kojoj igrač nastupa potpuno suprotno i povlači se čim primeti agresivno ponašanje

kod protivnika.
Ako se suoče dva igrača koja primenjuju strategiju Soko, dolazi do velikog sukoba i u većini slučajeva 

oba igrača bivaju podjednako povređena (Slika 2). Ako pak oba primene strategiju Golub, rezultat je 
nagodba po kojoj igrači dele resurs. U slučaju da jedan primeni strategiju Golub a drugi strategiju Soko,
golub će se odmah povući a soko će dobiti resurs sav resurs.

Soko Golub
Soko ½(V – C), ½(V – C) V, 0
Golub 0, V V/2, V/2

Slika 2: Matrica isplate za igru Soko i glob

Igra data matricom plaćanja na slici 2 ima dva čista Nešova ekvilibrijuma, u kojima jedan igrač bira Soko, 
a drugi Golub strategiju. Kada je vrednost resursa manja od troška povrede, ne postoji ESS ukoliko su 
jedinke obavezne da koriste čiste strategije. Takođe, jasno je da strategija Golub nije evoluciono stabilna, jer 
čista populacija golubova može biti napadnuta od strane soko mutanta. Međutim, moguće je doći do ESS 
ukoliko igrači mogu da koriste mešovite strategije. Naime, mešoviti Nešov ekvilibrijum ((V/C, 1 – V/C), 
(V/C, 1 – V/C)) je simetričan i strog, ukazujući na to da je evoluciono stabilno da V/C procenat igrača bira 
Soko, a preostalih 1 – V/C igrača Golub strategiju. Konkretno, u slučaju da je vrednost resursa 10, a trošak 
borbe 15, dve trećine populacije bi igralo Soko strategiju, a jedna trećina Golub strategiju. 
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S druge strane, ako je vrednost V resursa veća od troška povrede C, tj. ako je vredno rizikovati trošak 
kako bi se dobio resurs, tada se igra svodi na igru Dilema zatvorenika, kod koje je strategija Soko evoluciono 
stabilna strategija. 

 
 

3. EVOLUCIONO STABILNO PONAŠANJE POJEDINACA ZA VREME PANDEMIJE COVID-19 
U Srbiji je usled epidemije izazvane virusom COVID-19, u martu 2020. godine uvedeno vanredno stanje, 

sa jasnim preporukama o poštovanju fizičke distance, nošenja maski i zabrane kretanja za vreme policijskog 
časa. Prema uverenjima medicinskih radnika, od ponašanja svih pojedinaca u društvu zavisi da li i koliko će 
mere trajati, kao i kakve će biti posledice. U ovakvoj situaciji svi pojedinci imaju dve opcije na raspolaganju, 
da sarađuju (u kontekstu poštovanja mera) ili da ne sarađuju (kršeći pravila). Mogući ishodi iz ugla 
pojedinca, a u zavisnosti od izabranog ponašanja, mogu se opisati na sledeći način: 

 Ako svi sarađuju, vanredno stanje će trajati kratko i svi ili većina će ostati zdravi; 
 Ako niko ne sarađuje, trajanje vanrednog stanja je nepoznato ali dugoročno, pri čemu dolazi do pada 

ekonomije, gladi, pojave drugih bolesti i slično; 
 Ako samo taj jedan pojedinac ne sarađuje, on nikoga neće zaraziti, niko njega neće zaraziti, slobodan je 

da se kreće; 
 Ako samo taj jedan pojedinac sarađuje, jedini će biti „zarobljen” i to dugoročno, uz mogućnost da u 

nekom trenutku ipak bude zaražen. 
Isplate dodeljene prethodno opisanim ishodima, zavise od mnogo faktora, i mogu se razlikovati od osobe 

do osobe. Kada se data situacija modelira kao igra sa kolektivnim akcijama, ali iz ugla jednog pojedinca, 
opšti oblik matrice plaćanja je dat na slici 3a. Sa V je označena vrednost isplate vezana za zdravlje, sa S 
vrednost slobode za pojedinca, dok je B trošak vezan za bolest, a Z trošak vezan za gubitak osećaja slobode. 
U cilju ilustracije, parametrima su dodeljene sledeće vrednosti (V = 20, S = 10, B = 20 i Z = 10), a 
odgovarajuća matrica plaćanja prikazana je na slici 3b. 

 
    Svaki od ostalih 
    Ne sarađuje Sarađuje 
Pojedinac Ne sarađuje S – B, S – B V + S, V – Z 
  Sarađuje –B – Z, S – B V – Z, V – Z 

Slika 3: Matrica plaćanja u igra sa kolektivnim akcijama modelirana iz ugla hipotetičkog pojedinca:  
a) opšti oblik, b) ilustrativni primer 

 
Sa slike 3b se može uočiti da je nesaradnja dominantna strategija iz ugla pojedinca, a saradnja iz ugla svih 

ostalih igrača posmatrano očima datog pojedinca. Rezultujući Nešov ekvilibrijum je situacija u kojoj 
pojedinac ne sarađuje dok svi ostali sarađuju. Ovakvo rešenje je logično samo ako se pretpostavi da se svi 
ostali osim tog pojedinca ponašaju na isti i racionalan način. U realnosti to nije slučaj, jer pojedinaca poput 
ovog iz primera ima veliki broj, i za svakog od njih ponaosob najviše se isplati da ne sarađuju dok ostali 
sarađuju. S obzirom da ovaj ekvilibrijum nije simetričan, ne može biti ni evoluciono stabilan. 

Razmotrimo sada mnogo realniju varijantu igre sa dva igrača koji su u međusobnoj interakciji, imajući u 
vidu činjenicu da svaka dva pojedinca iz populacije, mogu da se nađu u datoj interakciji. Opšti oblik matrice 
plaćanja i ilustrativni primer za datu situaciju dati su na slici 4. Postavlja se pitanje koje ponašanje će za 
zadate parametre igre, prevagnuti u društvu. 

 
    Drugi igrač 
    Ne sarađuje Sarađuje 
Pojedinac Ne sarađuje S – B, S – B V + S, V – Z 
  Sarađuje V – Z, V + S V – Z, V – Z 

Slika 4. Matrica plaćanja u igri dva igrača: a) opšti oblik, b) ilustrativni primer 
 
Sa slike 4b se može uočiti da igrači nemaju dominantne strategije, i da će svaki od njih izabrati saradnju 

samo ako drugi istovremeno izabere nesaradnju. U pitanju je interakcija koja spada u igre tipa 
antikoordinacije (Soko i golub). Iako postoje dva čista Nešova ekvilibrijuma, nijedan nije simetričan, tako da 

    Svaki od ostalih 
    Ne sarađuje Sarađuje 
Pojedinac Ne sarađuje -10, -10 30, 10 
  Sarađuje -30, -10 10, 10 

   Drugi igrač 
    Ne sarađuje Sarađuje 
Pojedinac Ne sarađuje -10, -10 30, 10 
  Sarađuje 10, 30 10, 10 
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čiste strategije ne mogu biti ESS. U mešovitom ekvilibrijumu, koji je simetričan i strog, a time i evoluciono 
stabilan, polovina igrača bira nesaradnju.

U cilju ilustracije evolucione dinamike i stabilnosti strategija za prethodno opisani primer, urađena je 
simulacija u onlajn Evolutionary Game simulator Hoylab (Wyttenbach, Kern Reeve & Hoy, 2011).
Simulirana je dinamika saradnje/nesaradnje napopulaciji od 100 jedinki, tokom 500 generacija. U svakoj 
generaciji se sučeljavaju dve, slučajno uparene, jedinke iz populacije koje mogu da koriste istu ili različite 
strategije. Pobednik je jedinka koja izabranom strategijom ostvaruje veću isplatu. U slučaju da se suoče 
različite strategije, pobednička strategija postaje „naslednik“ gubitničke strategije, tako da u sledećoj 
generaciji obe jedinke igraju istu, jaču strategiju i sučeljavaju se sa nekim drugim naslednicima u sledećoj 
etapi. Rezultati simulacije prikazani su na slici 5.

U varijanti kada je u početnoj populaciji samo 1% (p = 0.01) onih koji ne sarađuju, nakon 35 generacija, 
sistem dolazi u stabilno stanje, tj. pola pojedinaca sarađuje a pola ne. Ista situacija je i u suprotnom slučaju, 
kada u početnoj populaciji samo 1% pojedinaca sarađuje.

Slika 5. Rezultati simulacije ponašanja stanovništva
Razmotrimo sada situaciju u kojoj se nepoštovanje preporuka vezanih za samoizolaciju, nošenje maski i 

slično, dodatno materijalno kažnjava. Uvođenjem kazne za nesaradnju, iskazane u vidu troška c, matrica 
plaćanja dobija nešto drugačiji izgled (slika 6). Na osnovu rezultujućih isplata, može se uočiti da nesaradnja 
nikad neće biti Nešov ekvilibrijum, a samim tim ni ESS, dok će saradnja postati dominantna i evoluciono 
stabilna strategija za troškove kazne veće od 20. Postavlja se pitanje, koje ponašanje je evoluciono stabilno 
za troškove niže od 20.

Drugi igrač
Ne sarađuje Sarađuje

Pojedinac Ne sarađuje –10 – c, –10 – c 30 – c, 10
Sarađuje 10, 30 – c 10, 10

Slika 6. Matrica plaćanja u igri dva igrača sa kaznom za nesaradnju
Na slici 7a su prikazani rezultati simulacije za vrednost troška 5 (c = 5), a na slici 7b za vrednost troška 

15 (c = 15), a pod pretpostavkom da samo 1% početne populacije ne sarađuje. U slučaju kada je dodatna 
kazna za nesaradnju 5, u 45 generaciji je dostignuta mešovita evoluciono stabilna strategija u kojoj 37.5% 
populacije ne sarađuje. Povećanjem troška na 15, ovaj procenat se smanjuje na 16.67%. Porastom troška 
kazne na 25, sistem veoma brzo prelazi u stabilno stanje u kome cela populacija sarađuje, čak i u slučaju 
kada u početnoj populaciji sarađivao samo 1% populacije (slika 8).

Slika 7. Rezultati simulacije ponašanja u igri sa kaznom a) c = 5 , b) c = 15
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Slika 8. Rezultati simulacije 1 u igri sa kaznom c = 25

4. ZAKLJUČAK
Rad je imao za cilj da primenom evolucione teorije igara objasni ponašanje stanovništva za vreme

vanredne situacije izazvane COVID-19. Iako bi se moglo očekivati da racionalni pojedinac uvek izabere
ponašanje koje doprinosi njegovom zdravlju, praksa pokazuje da to nije uvek slučaj, i da su ljudi često 
vođeni drugim podsticajima. Evoluciona teorija igara može da pruži doprinos u modeliranju, simulaciji i 
analizi upravo ovakvih pojava na velikoj populaciji. Evoluciona teorija igara analizira dinamiku društvenog 
ponašanja, i identifikuje ESS, tj. strategije koje će „preživeti“ u nekoj populaciji, uzimajući u obzir 
ograničenu racionalnost pojedinaca. Ulustrativni primer je modeliran za hipotetičke vrednosti isplata u
matrici plaćanja, koje se u realnosti mogu razlikovati, te bi za donošnje generalnijih zaključaka trebalo 
sprovesti detaljniju analizu uzimajući u obzir heterogenost stavova i preferencija ljudi.

U radu je pokazano kako se uvođenjem kazne za nesaradnju, tj. nepoštovanje mera, menja ponašanje
populacije. To može da bude korisna informacija za kreatore politika u smislu izbora „optimalne“ visine
kazne, koja će biti efektivna, ali ne i previše restriktivna. Analizom bi se moglo razmotriti i uvođenje 
nagrade za željeno ponašanje i istražiti efekti iste na saradnju.
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Rezime: Vrlo često se kao osnov za rangiranje država u smislu intenziteta i kvaliteta naučnih istraživanja 
koriste indikatori koji se odnose pre svega na broj publikovanih naučnih radova i njihovu citiranost. Jedan 
od popularnijih, ali i cenjenih portala u tom kontekstu je SCImago Journal & Country Rank, koji uključuje 
naučne časopise i naučne indikatore dobijene na osnovu informacija iz SCOPUS baze podataka. Ovi 
indikatori se koriste za ocenu naučnih oblasti, institucija, naučnih časopisa ili država, posebno ili kroz 
njihovu uporednu analizu. Na bazi istih indikatora, u ovom radu je primenjena DEA metoda, kako bi se kroz 
ocenu efikasnosti naučnih istraživanja, sa aspekta publikovanih naučnih radova, utvrdilo u kojoj meri rang 
država, utvrđen na SCImago Journal & Country Rank portal, odstupa od ranga dobijenog primenom DEA
metode. Rezultati su pokazali značajna odstupanja, ali i očekivana podudaranja, posebno kod država u 
kojima su naučna istraživanja na visoko razvijenom nivou.

Ključne reči: naučni časopis, citiranost, efikasnost, DEA metod

Abstract: Indicators that refer primarily to the number of published scientific papers and their citation are 
very often used as a basis for ranking countries in terms of intensity and quality of scientific research. One of 
the most popular, but also respected portals in this context is SCImago Journal & Country Rank, which 
includes scientific journals and scientific indicators obtained on the basis of information from the SCOPUS 
database. These indicators are used to assess scientific fields, institutions, scientific journals or countries, 
separately or through their comparative analysis. Based on the same indicators, the DEA method was 
applied in this paper, in order to determine the degree of state, determined on the SCImago Journal & 
Country Rank portal, from the aspect of published scientific papers, from the aspect of published scientific 
papers, deviates from the rank obtained by DEA methods. The results showed significant deviations, but also 
expected coincidences, especially in countries where scientific research is at a highly developed level.

Keywords: scientific journal, citation, efficiency, DEA method

1. VRS DEA MODEL ZA OCENU I RANGIRANJE DRŽAVA PREMA EFIKASNOSTI
PUBLIKOVANJA NAUČNIH ČASOPISA
U radu je primenjen VRS DEA model, sa izlaznom orijentacijom, s obzirom da je verovatnije da će promene 
u ulazima voditi nesrazmernim promenama u izlazima, te da je fokus na povećanju vrednosti izlaznih 
varijabli. U situacijama kada posmatrane jedinice odlučivanja ne rade na optimalnoj ekonomiji obima, 
izlazno orijentisani VRS (Variable Returns to Scale) DEA model u svojoj dualnoj formi (Banker et al, 1984, 

), glasi:

(1)
p.o.
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Gde xjk predstavlja iznos ulaza j, k-te jedinice odlučivanja (DMU), yik iznos izlaza i, k-te DMU,  xj0 je iznos 
ulaza j posmatrane jedinice odlučivanja DMU0,  yi0  iznos njenog izlaza i, vj težinski koeficijent kojim se 
izražava relativna važnost ulaza j posmatrane DMU, ui težinski koeficijent njenog izlaza i, w faktor obima 
poslovanja, m broj ulaza u analizi, n broj izlaza, dok je h broj jedinica odlučivanja. VRS DEA model  daje 
meru takozvane čiste tehničke efikasnosti koja ignoriše uticaj obima poslovanja tako što se k-ta DMU poredi 
samo sa drugim jedinicama sličnog obima. Čista tehnička efikasnost je uvek veća ili jednaka tehničkoj 
efikasnosti odlučivanja (detaljnije o DEA metodI videti u: Dyson et al. 2001; Sarkis, 2002, 2007; Sherman & 
Zhu, 2006; Cooper et al, 2007; Cook et al, 2005, 2014; etc.). 

Polazne pretpostavke modela su: 
 Posmatra se 48 prvorangiranih država1, čiji je broj naučnih radova u periodu 1996-2018  godina bio 

veći od 1100002; 
 Na osnovu podataka sa SCImago Journal & Country Rank portala, kao potencijalne ulazne 

promenljive u modelu, posmatrane su: I1 – broj naučnih radova i I2 – broj citiranih radova; 
 Kao potencijalne Izlazne promenljive u modelu, posmatrane su: O1 – ukupna citiranost, O2 – ukupna 

samocitiranost, O3 – citiranost po radu i O4 – H – indeks3; 
 Izabran je orijentisan VRS DEA model, s obzirom da je verovatnije da će promene u ulazima voditi 

nesrazmernim promenama u izlazima, te da je fokus na povećanju vrednosti izlaznih varijabli; 
 

Korelaciona analiza je pokazala da izlazna promenljiva O3 – citiranost po radu, ne zadovoljava uslov 
izotonosti (Tabela 1), pa se eliminiše iz analize, dok izlazna promenljiva O2 - ukupna samocitiranost spada u 
kategoriju tzv. neželjenih varijabli, pa se takođe izostavlja iz modela, tako da su izabrane varijable, odnosno 
njihova deskriptivna statistika, prikazane u tabeli 2. 

 
 

Tabela 1 Matrica koeficijenata korelacije4 
Varijabla vs. Varijabla R 

Broj citiranih naučnih radova vs. Broj naučnih radova 0,9989 
Broj samocitata vs. Broj citata 0,9807 
Broj citata vs. Broj naučnih radova 0,9534 
Broj samocitata vs. Broj naučnih radova 0,9475 
Broj citata vs. Broj citiranih naučnih radova 0,9394 
Broj samocitata vs. Broj citiranih naučnih radova 0,9362 
H indeks vs. Broj citata 0,8593 
H indeks vs. Broj naučnih radova 0,8262 
H indeks vs. Broj citiranih naučnih radova 0,8151 
H indeks vs. Broj samocitata 0,7598 
H indeks vs. Broj citata po naučnom radu 0,6517 
Broj citata po naučnom radu vs. Broj citata 0,3393 
Broj citata po naučnom radu vs. Broj samocitata 0,2330 
Broj citata po naučnom radu vs. Broj naučnih radova 0,2200 
Broj citata po naučnom radu vs. Broj citiranih radova 0,2039 

 
Tabela 2 Deskriptivna statistika izabranih varijabli 

Variable I1 - broj naučnih radova I2 - broj citiranih radova O1 - ukupna citiranost O4 - H – indeks 
max 12070144 (SAD) 10701848 (SAD) 297655815 (SAD) 2222 (SAD) 
min 110610 (Indonezija) 

 
106500 (Indonezija) 600569 (Indonezija) 214 (Indonezija) 

mean 1086219,60 999427,22 19633742,5 621,25 
SD 1947629,49 1758772,22 44364946 366,39 

                                                      
1 Veličina uzorka je određena dužinom rada. Originalni uzorak broji više od 220 država, prim.aut. 
2 Izvor: https://www.scimagojr.com/countryrank.php 
3 Isto 
4 Koeficijenti korelacije su izračunati primenom softverskog paketa StatFi for Excel 
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2. REZULTATI MODELA

Tabela 3 Efikasnosti i rang država

SCImago rang DMU Efikasnost Rang
Doprinos 
(Lambda)

Doprinos 
(Lambda)

1 SAD 1 1 SAD 1

2 Kina 0,4918 45 SAD 0,284 Velika Britanija 0,716

3 Velika Britanija 1 1 SAD 1
4 Nemaćka 0,922 18 Velika Britanija 0,748 Kanada 0,252
5 Japan 0,7663 27 Velika Britanija 0,59 Kanada 0,41
6 Francuska 0,9417 14 Velika Britanija 0,22 Kanada 0,78
7 Kanada 1 1 Velika Britanija 1
8 Italija 0,8648 24 Kanada 1
9 Indija 0,5235 44 Kanada 0,928 Švajcarska 0,072

10 Španija 0,8005 25 Kanada 0,644 Švajcarska 0,356
11 Australija 0,8878 22 Kanada 0,604 Švajcarska 0,396
12 Južna Koreja 0,6311 36 Kanada 0,382 Švajcarska 0,618
13 Rusija 0,5489 41 Kanada 0,354 Švajcarska 0,646
14 Holandija 1 1 Kanada 0,999
15 Brazil 0,5525 40 Holandija 0,22 Švajcarska 0,78
16 Švajcarska 1 1 Kanada 1
17 Tajvan 0,5375 42 Švajcarska 0,835 Danska 0,165
18 Švedska 0,9353 17 Švajcarska 0,827 Danska 0,173
19 Poljska 0,5886 37 Švajcarska 0,826 Danska 0,174
20 Turska 0,4806 47 Švajcarska 0,615 Danska 0,385
21 Belgija 0,9377 16 Švajcarska 0,433 Danska 0,567
22 Iran 0,3711 48 Švajcarska 0,382 Danska 0,618
23 Danska 1 1 Švajcarska 1
24 Austrija 0,8885 21 Danska 0,967 Irska 0,033
25 Izrael 0,9698 11 Danska 0,911 Irska 0,089
26 Finska 0,9552 12 Danska 0,689 Irska 0,311
27 Češka Republika 0,6801 34 Danska 0,644 Irska 0,356
28 Meksiko 0,6647 35 Danska 0,601 Irska 0,399
29 Grčka 0,7571 29 Danska 0,588 Irska 0,412
30 Norveška 0,9512 13 Danska 0,561 Irska 0,439
31 Portugal 0,7604 28 Danska 0,521 Irska 0,479
32 Singapur 0,9085 20 Danska 0,465 Irska 0,535
33 Hong Kong 0,8843 23 Danska 0,445 Irska 0,555
34 Malezija 0,483 46 Danska 0,432 Irska 0,568
35 Južna Afrika 0,7471 30 Danska 0,36 Irska 0,64
36 Novi Zealand 0,9392 15 Danska 0,18 Irska 0,82
37 Argentina 0,7975 26 Danska 0,022 Irska 0,978
38 Irska 1 1 Danska 1
39 Egipat 0,5359 43 Irska 0,987 Slovačka 0,013
40 Rumunija 0,5744 38 Irska 0,928 Slovačka 0,072
41 Mađarska 0,9151 19 Irska 0,866 Slovačka 0,134
42 Ukrajina 0,5601 39 Irska 0,831 Slovačka 0,169
43 Saudijska Arabija 0,7115 32 Irska 0,761 Slovačka 0,239
44 Tajland 0,7348 31 Irska 0,712 Slovačka 0,288
45 Pakistan 0,6869 33 Irska 0,429 Slovačka 0,571
46 Čile 0,9987 10 Irska 0,384 Slovačka 0,616
47 Slovačka 1 1 Irska 1
48 Indonezjia 0,9998 9 Slovačka 0,001 Indonezija 0,999

Deskriptivna statistika je pokazala da najbolje naučnoistraživačke performanse u smislu publikovanja i 
kvaliteta naučnih radova očekivano imaju Sjedinjene Američke Države, a najlošije Indonezija, što ih na 
SCImago listi rangira na prvo, odnosno 48. mesto (Tabela 3). Analiza rezultata dobijenih primenom DEA 
modela, pokazuje da je većina najrazvijenijih država na granici VRS naučne efikasnosti, posmatrano sa 
aspekta publikovanih naučnih radova i njihove citiranosti. Osim toga, Sjedinjenene Američke Države su 
prema ostvarenoj efikasnosti  rangirane na prvom mestu, kao i na SCImago rang listi. Rang 1, prema 
ostvarenoj efikasnosti imaju i Velika Britanija, Kanada, Holandija, Švajcarska, Irska, Čile i Slovačka. 
Najveće odstupanje je u slučaju Kine, čija je naučna efikasnost na svega 50% najbolje prakse, čime je 
rangirana na 45 mesto, nasuprot drugom mestu na SCImago listi, kao i Indije, čija je efikasnost na 52%
referentne efikasnosti, a rang 44., naspram 9. mesta na SCImago listi (Tabela 3). Odličan rezultat Čilea i
Slovačke, na obe liste, takođe nije iznenađenje, imajući u vidu izdvajanja iz BDP-a u razvoj nauke. 
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ZAKLJUČAK 
 

Na osnovu izvršene analize naučne efikasnosti posmatranih država, moglo bi se zaključiti, da su razne 
postojeće liste i baze, za evaluaciju, rangiranje i klasifikaciju akademskih i istraživačkih aktivnosti na svim 
nivoima, korisne u smislu analize informacija povezanih sa rezultatima istraživanja, ali ih činjenica da se 
baziraju na kriterijumima formulisanim na bazi konvencije, u dobroj meri opredeljuje i relativizuje. Prosečna 
naučna efikasnost posmatranih država u periodu je bila na 80% granice efikasnosti, što se ne može smatrati 
dobrim rezultatom i potvrđuje stav da rastući kvantitet publikovanih naučnih radova produkuje kvalitet, ali 
ne u odgovarajućoj srazmeri, što utiče na naučnu konkurentnost, kako na personalnom tako i na 
institucionalnom nivou.  

PRILOG 

Tabela  4 Vrednosti izabranih ulaznih i izlaznih varijabli za ocenu  
SCImago 
Rang Država Broj naučnih radova 

Broj citiranih 
radova Broj citata Broj samocitata 

Broj citata po 
radu H indeks 

1 SAD 12070144 10701848 297655815 134368758 24,66 2222 
2 Kina 5901404 5785424 48833849 27480980 8,27 794 
3 Velika Britanija 3449243 2935537 77355297 17558272 22,43 1373 
4 Nemaćka 3019959 2787096 61262766 14946684 20,29 1203 
5 Japan 2750108 2630141 42767077 11167050 15,55 967 
6 Francuska 2120161 1969558 42219660 8847163 19,91 1094 
7 Kanada 1744508 1569064 39431612 6894236 22,6 1102 
8 Italija 1744314 1587823 32252528 7441940 18,49 953 
9 Indija 1670099 1551015 15035059 5135044 9 570 

10 Španija 1376358 1262302 23570723 5251983 17,13 830 
11 Australija 1362848 1204470 27018516 5566860 19,83 914 
12 Južna Koreja 1105110 1067096 14306940 2832984 12,95 624 
13 Rusija 1076966 1051744 7801977 2543017 7,24 540 
14 Holandija 966986 872993 25586850 3854314 26,46 957 
15 Brazil 938352 888530 10225275 3363421 10,9 530 
16 Švajcarska 710672 648991 19461396 2459376 27,38 919 
17 Tajvan 658383 633680 8757902 1645666 13,3 475 
18 Švedska 655869 604085 16383158 2356818 24,98 825 
19 Poljska 655485 627632 6683506 1685997 10,2 519 
20 Turska 588326 546684 5873898 1310390 9,98 402 
21 Belgija 530736 486066 12126138 1562150 22,85 748 
22 Iran 514496 495227 4281547 1541742 8,32 292 
23 Danska 393204 357963 10115806 1353641 25,73 705 
24 Austrija 386992 353818 7959145 994419 20,57 620 
25 Izrael 376506 344498 8735337 1101345 23,2 665 
26 Finska 334763 311398 7553739 1078823 22,56 609 
27 Češka Republika 326336 313365 3681392 798131 11,28 427 
28 Meksiko 318095 298719 3760403 737110 11,82 411 
29 Grčka 315659 286922 5158164 756973 16,34 466 
30 Norveška 312012 280277 6477670 943274 20,76 580 
31 Portugal 303053 278728 4535588 804103 14,97 457 
32 Singapur 292560 269110 5656862 632326 19,34 535 
33 Hong Kong 288889 267358 5795913 667617 20,06 517 
34 Malezija 286411 274464 2107306 533423 7,36 281 
35 Južna Afrika 272886 247039 3677627 771119 13,48 423 
36 Novi Zealand 240206 212840 4741458 654764 19,74 495 
37 Argentina 209294 196041 3059605 596324 14,62 393 
38 Irska 205128 180977 4033667 428413 19,66 488 
39 Egipat 203952 195777 1933453 378635 9,48 260 
40 Rumunija 198390 190878 1411797 317095 7,12 271 
41 Mađarska 192565 181716 2952020 438879 15,33 419 
42 Ukrajina 189265 185052 1197463 323584 6,33 252 
43 Saudijska Arabija 182753 173495 1946422 306548 10,65 309 
44 Tajland 178133 168248 2043065 318580 11,47 311 
45 Pakistan 151607 143723 1226159 310677 8,09 247 
46 Ćile 147389 139063 2082880 389445 14,13 349 
47 Slovačka 111356 107531 1084641 205831 9,74 263 
48 Indonezjia 110610 106501 600569 113900 5,43 214 

Izvor: https://www.scimagojr.com/countryrank.php 
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Abstract:  

As projects have become an important way to generate business value, the use of the IT systems that 
facilitate work, management of and collaboration on projects is becoming inevitable; hence, Project 
Management (PM) software selection problems are becoming even more challenging. The paper is aimed at 
providing guidance for organizations in the selection of a PM software package, supported by the Multi-
Criteria Decision-Making (MCDM) methodology, depending upon the project environment, complexity or 
type, as well as specific needs concerning project planning or control processes. In the paper, a hybrid 
MCDM methodology for the assessment and ranking of PM software is proposed. The proposed approach is 
based upon the Complex Proportional Assessment (COPRAS) method, employed for software performance 
evaluation, and the Analytic Hierarchy Process (AHP) methodology for criteria prioritization, integrated 
with the fuzzy set theory aimed at avoiding the problem of uncertainties and ambiguities. 

Keywords: Project Management software support, MCDM, Fuzzy set theory, AHP, COPRAS,  
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Rezime: Jedno od kl u nih pitanja u planiranju naplate putarine je izbor odgovaraju eg sistema. Problem 
izbora sistema za naplatu putarine je multidimenzionalan. S obzirom da postoji više sistema za naplatu 
putarine, kao i da prilikom odlu ivanja postoji niz esto konfliktnih kriterijuma, ovaj problem pripada grupi 
problema višeatributivnog odlu ivanja. Stoga je u radu koriš ena PROMETHEE R metoda rejtinga. 
Metodološki okvir za podršku odlu ivanju uklju uje proceduru za definisanje kriterijuma odlu ivanja, 
njihovih težina, bodovanje alternativa i analizu osetljivosti. etrnaest sistema za naplatu putarine su 
predstavljali alternativna rešenja. PROMETHEE R metoda je pokazala da je DSRC MLFF kompromisno 
rešenje sa najboljim rejtingom. U radu su tako e prikazane udaljenosti alternativa u odnosu na idealnu i 
anti-idealnu alternativu. 

Klju ne re i: Sistemi za naplatu putarine, MCA, PROMETHEE-R. 

Abstract: One of the central decision-making questions in planning road tolling is the selection of the toll 
collection system (TCS). The problem of the TCS selection is multidimensional. Considering that there are 
multiple TCS available nowadays, with their particular advantages and disadvantages, and that there is a 
range of often conflicting criteria for TCS selection, this decision-making issue belongs to the group of 
Multi-attribute decision making problems. Therefore, the PROMETHEE R rating method was used in the 
paper. The decision support framework includes a procedure for defining evaluation criteria and their 
weights, scoring of alternatives, and sensitivity analysis. Fourteen toll collection systems represent 
alternative solution.  According to the PROMETHEE R method, the dedicated short-range communication 
multi-lane free flow system (DSRC MLFF) is compromise solution with the best rating. The paper also 
presents the distances of the alternatives in relation to the ideal and anti-ideal alternative. 

Keywords: Toll collection systems, MCA, PROMETHEE R. 
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